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u + = i /+ ( j /+) 

BRIEF NOTES 

(1) 

h a s b e e n c o n f i r m e d e x p e r i m e n t a l l y b j - N i k u r a d s e [ 1 0 ] , a n d s u b s e -

q u e n t ^ ' b } ' m a n y o t h e r a u t h o r s . 

T h e e x p e r i m e n t a l r e l a t i o n h a s b e e n d e s c r i b e d a n a l y t i c a l l y i n 

v a r i o u s w a y s , s o m e o f w h i c h a r e l i s t e d i n T a b l e 1 . I t w i l l b e 

D. B. SPALDING1 

S u m m a r y 

I t i s s h o w n t h a t e x p e r i m e n t a l v e l o c i t y d i s t r i b u t i o n s m a y b e 

w e l l fitted, i n t h e l a m i n a r s u b l a y e r , t h e t r a n s i t i o n r e g i o n , a n d 

t h e t u r b u l e n t c o r e , b y t h e f o r m u l a : 

y+ = u+ + 0 . 1 1 0 8 { e ° - 4 u + - 1 - 0 . 4 « + - ( 0 . 4 m + ) « / 2 I 

- ( 0 . 4 w + ) 3 / 3 ! - ( 0 . 4 m + ) V 4 ! } 

O m i s s i o n o f t h e ( 0 . 4 m + ) 4 t e r m g i v e s a n e q u a l l y g o o d fit. T h e 

c o r r e s p o n d i n g e x p r e s s i o n s f o r t h e r a t i o o f t u r b u l e n t s h e a r s t r e s s 

t o t o t a l s h e a r s t r e s s a g r e e w i t h t h e m e a s u r e m e n t s o f L a u f e r [ 8 ] 2 

q u i t e c l o s e l y . 

Nomenclature 

u = t i m e - m e a n v e l o c i t y o f f l u i d i n x - d i r e c t i o n 

u+ = u V p / r 

x = d i s t a n c e a l o n g t h e w a l l i n t h e d i r e c t i o n o f flow 

\j = d i s t a n c e f r o m t h e w a l l 

= .'/ VVp//imolecular 
= Mtotal//̂ moleculnr 

Mmoiocuiar = a b s o l u t e v i s c o s i t y o f fluid i n l a m i n a r m o t i o n 

/Utot»i = r a t i o o f s h e a r s t r e s s t o g r a d i e n t o f t i m e - m e a n 

v e l o c i t y 
^turb = Mtolal Mmolccular 

p — d e n s i t y o f fluid 

</) = d e n s i t y o f fluid d i v i d e d b y d e n s i t y o f f l u i d a d j a c e n t 

t o w a l l 

T = s h e a r s t r e s s i n fluid, a s s u m e d i n d e p e n d e n t o f y 

Introduction 

P u r p o s e o f n o t e . N u m e r o u s f o r m u l a s h a v e b e e n p r o p o s e d t o d e -

s c r i b e t h e u n i v e r s a l t u r b u l e n t v e l o c i t y p r o f i l e , c a l l e d b y C o l e s [ 1 ] 

t h e " l a w o f t h e w a l l . " T h e p r e s e n t n o t e d i s c l o s e s a n e w f o r m u l a 

w h i c h i s v a l i d o v e r t h e w h o l e r a n g e o f d i m e n s i o n l e s s d i s t a n c e y+.3 

T h e n e w f o r m u l a h a s a f o r m w h i c h , o n t h e o n e h a n d , p e r m i t s 

a n a l y t i c a l d e t e r m i n a t i o n o f s e v e r a l i m p o r t a n t b o u n d a r y - l a y e r 

p a r a m e t e r s , a n d , o n t h e o t h e r , m a y p r o v i d e t h e v a n t a g e p o i n t 

f o r a n e w l o o k a t t h e t h e o r y o f t h e t u r b u l e n t b o u n d a r y l a y e r . 

T h e s e m a t t e r s a r e o n l y t o u c h e d o n b r i e f l y i n t h e f o l l o w i n g . 

The universal turbulent velocity profile. P r a n d t l ' s [12] p o s t u l a t e , 
t h a t t h e v e l o c i t y i n t h e n e i g h b o r h o o d o f a w a l l s h o u l d o b e y t h e 

r e l a t i o n : 

Table 

A u t h o r 

P r a n d t l [ l l ] 1 

T a y l o r [ 1 8 ] " 

v o n K a r m a n [ 7 ] 

R e i c h a r d t [ 1 5 ] 

D e i s s l e r [ 2 | 

Formulas for the ' 

R a n g e o f v a l i d i t y 

O t y + < 1 1 - 5 

1 1 . 5 ^ y + 

'law of the wal l " " 

F o r m u l a s 

< 3 0 

u+ 
M + 
M + 
U + 

u + 

= 2/ t 

= 2 . 5 In y + + 5 . 5 

= y+ 

= 5 I n y+ - 3 . 0 5 

= 2 . 5 In y + + 5 . 5 

= 2 . 5 In ( 1 + O A y + ) 

+ 7 . 8 { l - e~«+n< 
- ( ? / + / l l ) e - ° - 3 3 " + 

0 Z y+ < 26 

26 y< 

M+ = f 
Jo 

dy* 
1 + nhi + y + ( 1 - e - " ! " + " + ) 

n = 0 . 1 2 4 

u+ = 2 . 7 8 In i / + + 3 . 8 

v a n D r i e s t [ 1 9 ] 

l t a n n i e [ 1 3 | 

o r ' 
0 

1 + { 1 + 0 . 6 4 y + 2 [ l - e x p ( - I / + / 2 6 ) ] 2 } ' / > 

0 t y + < 2 7 . 5 M + = 1 4 . 5 4 t a n 7 i ( 0 . 0 6 8 8 i / + ) 

2 7 . 5 ? y+ = 2 . 5 In ? / + + 5 . 5 

" See also Hofmann [5], Reichardt [14], Rotta [16], Miles [9], 
Elrod [3], and Frank-Kamenetsky [21]. 

6 These authors did not, at the dates in question, state the formulas 
attributed to them in the table. However, they did introduce the 
idea of a sharp division between a laminar sublayer and a fully turbu-
lent core; when compared with experimental data, this idea leads 
directly to the formulas given. 

n o t e d t h a t a l l t h e a u t h o r s m e n t i o n e d , e x c e p t R e i c h a r d t [ 1 5 ] a n d 

v a n D r i e s t [ 1 9 ] , h a v e f o u n d i t n e c e s s a r y t o u s e a t l e a s t t w o e x -

p r e s s i o n s , v a l i d f o r d i f f e r e n t r a n g e s o f y+, i n o r d e r t o d e s c r i b e t h e 

p r o f i l e a d e q u a t e l y . 

T h e p r o b l e m . A s i n g l e f o r m u l a , e x p r e s s i n g t h e M + ( J / + ) r e l a t i o n 

o v e r t h e w h o l e r a n g e o f t h e v a r i a b l e s , i s b o t h m o r e s a t i s f y i n g 

a e s t h e t i c a l l y a n d m o r e c o n v e n i e n t p r a c t i c a l l y t h a n t h e t w o - p o i n t 

f o r m u l a s o f T a b l e 1 . H o w e v e r , R e i e h a r d t ' s f o r m u l a i s r a t h e r c o m -

p l e x i n f o r m , w h e r e a s v a n D r i e s t ' s i n v o l v e s a q u a d r a t u r e r e q u i r i n g 

n u m e r i c a l e v a l u a t i o n . T h e r e i s n e e d f o r a s i m p l e r , e a s i l y e v a l u -

a t e d f o r m u l a . 

S u c h a f o r m u l a w o u l d p r e f e r a b l y f i t t h e e x p e r i m e n t a l d a t a 

c l o s e l y , c o n t a i n s u f f i c i e n t a d j u s t a b l e c o n s t a n t s t o p e r m i t m o d i f i -

c a t i o n i n t h e l i g h t o f n e w e x p e r i m e n t a l d a t a , a n d h a v e a n a n a l y t i -

c a l f o r m p e r m i t t i n g e a s y i n t e g r a t i o n o f t h e v a r i o u s f u n c t i o n s o f t h e 

v e l o c i t y d i s t r i b u t i o n w h i c h a r i s e i n , f o r e x a m p l e , t h e t h e o r y o f 

h e a t t r a n s f e r t h r o u g h a t u r b u l e n t b o u n d a r y l a y e r . 

L o o k e d a t m a t h e m a t i c a l l y , o u r p r o b l e m i s t o e s t a b l i s h a 

f o r m u l a w h i c h : 

( i ) p a s s e s t h r o u g h t h e p o i n t : y+ = 0 , u + = 0 ; 

( i i ) i s t a n g e n t i a l a t t h i s p o i n t t o : u + = y + ; 

( i i i ) i s a s y m p t o t i c a t l a r g e y + t o : 1 

= 2 . 5 I n y + + 5 . 5 (2) 

( i v ) fits t h e e x p e r i m e n t a l p o i n t s a t i n t e r m e d i a t e y + v a l u e s . 

4 Here the most popular constants for the logarithmic velocity pro-
file have been accepted. 
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BRIEF NOTES 

The N e w " L a w of the W a l l " 

T h e s i m p l e s t y + ( u + ) r e l a t i o n . T h e p r e v i o u s e f f o r t s t o find a s i n g l e 

f o r m u l a fitting t h e f o r e g o i n g s p e c i f i c a t i o n M + h a s b e e n s o u g h t e x -

p l i c i t l y i n t e r m s o f y + . T h e r e i s , h o w e v e r , n o n e e d t o d e m a n d 

t h i s ; a r e l a t i o n g i v i n g y + e x p l i c i t l y i n t e r m s o f u + i s j u s t a s g o o d , 

a n d i n d e e d m a y e v e n b e b e t t e r f o r s o m e p u r p o s e s . 

O n c e t h i s p o s s i b i l i t y i s r e c o g n i z e d , p r o g r e s s c a n b e m a d e 

s w i f t l y . W e n o w s e e k a T / + ( M + ) r e l a t i o n s u c h t h a t 

n e a r u + = 0 : i / + = u + 

a n d a t l a r g e u+:y+ = O.llOSe0-4^ 

( 3 ) 

(4) 

t h e l a t t e r e q u a t i o n b e i n g d e r i v e d d i r e c t l y f r o m e q u a t i o n ( 2 ) . 

T h e e q u a t i o n w h i c h i m m e d i a t e l y s u g g e s t s i t s e l f i s : 

= u+ - f ( U K ^ e 0 - 4 " 1 0 . 4 m + ) ( 5 ) 

T h i s s a t i s f i e s r e q u i r e m e n t s ( 3 ) a n d ( 4 ) . D o e s i t a l s o fit t h e e x -

p e r i m e n t a l d a t a ? T h i s c a n b e j u d g e d b y r e f e r e n c e t o F i g . 1 , 

w h i c h c o n t a i n s t h e e x p e r i m e n t a l d a t a o f L a u f e r [ 8 ] . E v i d e n t l y , 

e q u a t i o n ( 5 ) fits t h e d a t a f a i r l y w e l l , b u t g i v e s v a l u e s o f u + w h i c h 

a r e a p p r o x i m a t e l y 1 0 p e r c e n t l o w w h e n y + l i e s b e t w e e n 1 0 a n d 

5 0 . F i g . 1 a l s o c o n t a i n s , a s b r o k e n c u r v e s , t h e a s y m p t o t i c e x -

p r e s s i o n s ( 2 ) a n d ( 3 ) . 

Improved y ' ( u ' ) relations. If we define a dimensionless " t o t a l " 
( i . e . , " m o l e c u l a r p l u s t u r b u l e n t " v i s c o s i t y ) e + b y 

— MtoCa t/fJ-mo !ccu Inr (6) 

t h e n t h e a s s u m p t i o n t h a t t h e s h e a r s t r e s s i s i n d e p e n d e n t o f d i s -

t a n c e f r o m t h e w a l l , w h e n c o m b i n e d w i t h t h e d e f i n i t i o n s o f w + 

a n d y + , l e a d s t o t h e r e l a t i o n : 

d y + 

du + 
( 7 ) 

Fig. 1 Experimental data of Laufer [8] for velocity distribution near the 
wall in turbulent pipe flow, compared with various analytical expressions 

E q u a t i o n ( 5 ) t h e r e f o r e i m p l i e s t h e e+(u+) r e l a t i o n : 

e+ = 1 - f - 0 . 4 X 0 . 1 1 0 8 ( e ° - 4 " + - 1 ) 

1 + 0 . 0 4 4 3 2 f ( 0 . 4 m + ) 2 

+ + (8) 

N o w t h e r e a r e t h e o r e t i c a l r e a s o n s ( R e i c h a r d t , [ 1 5 ] ; H i n z e , 

[ 4 ] ) a g a i n s t a g r o w t h o f e + i n t h e w a l l r e g i o n w i t h a p o w e r o f y + 

w h i c h i s l e s s t h a n 3 , i f t h e s h e a r s t r e s s v a r i e s a l o n g t h e w a l l , a n d 

l e s s t h a n 4 i f t h e r e i s n o s u c h v a r i a t i o n . E q u a t i o n ( 8 ) s a t i s f i e s 

n e i t h e r r e q u i r e m e n t . 5 H o w e v e r , i t i s e a s y t o s e e w h a t m u s t b e 

d o n e t o t h e v e l o c i t y d i s t r i b u t i o n i f e i t h e r o f t h e s e r e q u i r e m e n t s i s 

t o b e s a t i s f i e d : t h e d i s t r i b u t i o n f o r m u l a b e c o m e s , r e s p e c t i v e l y : 

y + = u + + 0 . 1 1 0 8 < e ° - 4 u + - 1 - 0 . 4 M + -
( 0 . 4 m + ) 8 

2! 
_ ( 0 . 4 m - 1 - ) 3 | 

3 ! f 

( 9 ) 

= « + + 0.1108 1 - 0 . 4 M + -
( 0 . 4 m + ) 2 

2! 
( 0 . 4 m + ) 3 

3 1 

_ ( 0 . 4 w 

4 ! f 
(10) 

C u r v e s c o r r e s p o n d i n g t o e q u a t i o n s ( 9 ) a n d ( 1 0 ) a r e p l o t t e d i n 

F i g . 1 , T h e y fit t h e e x p e r i m e n t a l d a t a r a t h e r b e t t e r t h a n d o e s 

e q u a t i o n ( 5 ) , b u t i t i s n o t p o s s i b l e t o s a y w h i c h o f t h e t w o g i v e s 

t h e m o r e p r e c i s e fit. W h e t h e r t h e ( 0 . 4 M + ) 4 t e r m s h o u l d b e i n -

c l u d e d o r n o t w i l l t h e r e f o r e p r o b a b l y h a v e t o b e d e c i d e d o n o t h e r 

g r o u n d s . 

5 Nor, incidentally, do the expressions of Reichardt and van Driest 
which appear in Table 1. 

L a u f e r [ 8 ] h a s a l s o m a d e m e a s u r e m e n t s o f t h e r a t i o o f t h e t u r -

b u l e n t s h e a r s t r e s s d i v i d e d b y t h e t o t a l s h e a r s t r e s s n e a r t h e w a l l . 

H i s m e a s u r e m e n t s i n a p i p e f l o w , o f R e y n o l d s n u m b e r 5 0 0 , 0 0 0 , 

a r e s h o w n i n F i g . 2 a s a b o l d l i n e ; y + i s t h e a b s c i s s a a n d t h e 

v i s c o s i t y r a t i o / U i u r b / / i t o t n i i s t h e o r d i n a t e . A l s o d r a w n i n F i g . 2 

a r e t h e c o r r e s p o n d i n g r e l a t i o n s d e d u c e d f r o m e q u a t i o n s ( 9 ) a n d 

( 1 0 ) . T h e s e a r e , r e s p e c t i v e l y : 

Mtllrt, 
Mtolal 

1 + 1 / 0 . 0 4 4 3 2 <je».'«+ - 1 - 0 . 4 M ^ 

_ ( 0 . 4 M * ) 2 ) ~j 

21 f j 
( 9 o ) 

= 1 , 
M t o t a l 

1 + 1 / 0 . 0 4 4 3 2 je0.4u+ _ i _ o 

( 0 . 4 m + ) 2 

2! 

, 4 M + 

( 0 . 4 m + ) 3 

3 1 
( 1 0 a ) 

Fig. 2 Experimental data of LauFer on turbulent-stress distribution near 
the wall in turbulent pipe flow, compared with various analytical ex-
pressions 
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BRIEF NOTES 

C o m p a r i s o n o f t h e s e r e l a t i o n s w i t h t h e e x p e r i m e n t a l c u r v e s 

s h o w s t h a t t h e f o r m e r e q u a t i o n g i v e s t h e b e t t e r fit a t l o w y+, 

w h i l e t h e l a t t e r g i v e s t h e b e t t e r fit a t h i g h y + . H o w e v e r , i t i s 

p r o b a b l e t h a t b o t h c u r v e s c a n b e r e g a r d e d a s e q u a l l y s a t i s f a c t o r y 

w h e n e x p e r i m e n t a l s c a t t e r i s t a k e n i n t o a c c o u n t . 

A l s o p l o t t e d i n F i g . 2 , a s a b r o k e n s t e p l i k e c u r v e , i s t h e /it„rb/ 

Htotal d i s t r i b u t i o n w h i c h c o r r e s p o n d s t o t h e a s s u m p t i o n o f a s h a r p 

b o u n d a r y b e t w e e n a l a m i n a r s u b l a y e r a n d a f u l l y t u r b u l e n t o u t e r 

r e g i o n . C l e a r l y t h i s g i v e s a v e r y p o o r r e p r e s e n t a t i o n o f t h e 

d a t a . 

Further pos s ib le improvement s . E q u a t i o n ( 1 0 ) fits t h e r e q u i r e -
m e n t t h a t e + i n c r e a s e s w i t h t h e f o u r t h p o w e r o f u+, a n d s o o f y+, 

c l o s e t o t h e w a l l . H o w e v e r , e v e n i f t h i s i s c o r r e c t , t h e r e i s n o 

r e a s o n w h y t h e first n o n z e r o t e r m o f t h e e x p a n s i o n s h o u l d h a p p e n 

t o b e t h a t w h i c h a p p e a r s i n t h e e x p a n s i o n o f 0 . 1 1 0 8 e ° - 4 u T . I n 

o t h e r w o r d s , i t m a y b e t h a t f u r t h e r t e r m s s h o u l d a p p e a r i n s i d e 

t h e b r a c e s o f e q u a t i o n s ( 9 ) a n d ( 1 0 ) w h i c h h a v e t h e e f f e c t o f o n l y 

p a r t i a l l y c a n c e l i n g t h e c o r r e s p o n d i n g t e r m s i n t h e e x p o n e n t i a l 

e x p a n s i o n . D i s c u s s i o n o f s u c h f u r t h e r d e v e l o p m e n t s w i l l b e d e -

f e r r e d t o a l a t e r p u b l i c a t i o n . 

Discussion 

P r a c t i c a l u s e o f t h e n e w f o r m u l a . F i g . 1 s h o w s t h a t e q u a t i o n s ( 9 ) 

o r ( 1 0 ) c a n b e u s e d t o r e p r e s e n t t h e " l a w o f t h e w a l l " w i t h i n t h e 

a c c u r a c y o f t h e e x p e r i m e n t a l d a t a . M o r e o v e r , a s j u s t n o t e d , t h e 

g e n e r a l f o r m o f t h e s e e q u a t i o n s i s s u f f i c i e n t l y f l e x i b l e t o a c c o m -

m o d a t e a n y f u r t h e r m o d i f i c a t i o n s o f c o n s t a n t s w h i c h e x p e r i m e n t 

s h o w s t o b e n e c e s s a r y . O f c o u r s e , t h e c o n s t a n t s 0 . 4 a n d 0 . 1 1 0 8 

m u s t n o t b e r e g a r d e d a s s a c r o s a n c t . 

f t s h o u l d a l s o b e n o t e d t h a t t h e f o r m o f t h e e q u a t i o n s i s v e r y 

s u i t a b l e f o r a n a l y t i c a l w o r k i n v o l v i n g s u c h e x p r e s s i o n s a s J " u + 

dy+; f o r t h i s i n t e g r a l c a n b e w r i t t e n a s J,u+(dy+/du+)du+, 
w h i c h c a n b e e v a l u a t e d i n c l o s e d f o r m , s i n c e dy+/du+ i s e a s i l y 

o b t a i n e d b y d i f f e r e n t i a t i n g t h e y + ( M + ) r e l a t i o n . T h e w a y i s t h e r e -

f o r e o p e n t o t h e a n a l y t i c a l d e r i v a t i o n o f d r a g l a w s , f o r e x a m p l e , 

w i t h o u t t h e a p p r o x i m a t i o n s w h i c h a r e u s u a l l y i n t r o d u c e d ( e . g . , 

" s e v e n t h - p o w e r " p r o f i l e s ) . T h e s e p o s s i b i l i t i e s w i l l b e e l a b o r a t e d 

e l s e w h e r e . ( S e e , f o r e x a m p l e , S p a l d i n g [ 1 7 ] . ) 

Theoretical impl icat ions. E q u a t i o n s ( 9 ) a n d ( 1 0 ) a r e p r e s e n t e d 
s o l e l y a s u s e f u l i n t e r p o l a t i o n f o r m u l a s ; t h e y a r e n o t b a s e d o n 

a n y p o s t u l a t e d m e c h a n i s m o f t u r b u l e n t t r a n s p o r t . N e v e r t h e -

l e s s , t h e y p r o v o k e c e r t a i n q u e s t i o n s w h i c h i t m a y b e p r o f i t a b l e 

t o i n v e s t i g a t e f u r t h e r . S o m e o f t h e s e w i l l n o w b e l i s t e d . 

( i ) D o e s ( 1 0 ) , f o r e x a m p l e , s a t i s f y a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n i n 

w h i c h i t + a n d y + a p p e a r only a s d i f f e r e n t i a l s ? 

T h e a n s w e r i s r e a d i l y s e e n ; i t i s : 

—:I— = Q4 —:I— 
d u + > ' d u + s 

S i m i l a r l y , e q u a t i o n ( 5 ) s a t i s f i e s t h e d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n : 

d*y+ d2y+ 
= 0 . 4 -

du+' du 

(11) 

(12) 

( i i ) S u c h d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s a r e r e m i n i s c e n t o f t h o s e d e r i v e d 

b y P r a n d t l [ 1 2 ] a n d v o n K a r m a n [ 7 ] a s s t a r t i n g p o i n t s f o r t h e 

l o g a r i t h m i c v e l o c i t y p r o f i l e . C a n a p h y s i c a l s i g n i f i c a n c e b e a t -

t a c h e d t o t h e s e e q u a t i o n s ? C o u l d t h e y h a v e b e e n d e r i v e d b y 

p o s t u l a t i o n o f a p h y s i c a l m o d e l f o l l o w e d b j ' d i m e n s i o n a l a n a l y s i s ? 

( i i i ) T h e v o n K a r m a n d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n i s d e r i v e d f r o m t h e 

c o n s i d e r a t i o n t h a t t h e l o c a l " m i x i n g l e n g t h " m u s t b e r e l a t e d t o 

l o c a l v a l u e s o f (du/dy), (b2u/dy2), a n d s o f o r t h . I s t h e r e a n y 

r e a s o n w h y u s h o u l d h a v e b e e n c h o s e n a s d e p e n d e n t a n d y a s i n -

d e p e n d e n t v a r i a b l e i n t h i s a n a l y s i s , o t h e r t h a n t h e i r r e l e v a n t o n e 

t h a t w e h a p p e n t o p e r f o r m e x p e r i m e n t s b y fixing t h e p o s i t i o n o f 

t h e P i t o t t u b e first a n d t h e n t a k i n g t h e r e a d i n g ? I f n o t , a r e l a -

t i o n o f t h e m i x i n g l e n g t h t o (by/d'i), (d2y/bu2), a n d s o o n , i s 

e q u a l l y v a l i d . 

( i v ) W h e n t h e d e n s i t y v a r i e s s u c h t h a t d e n s i t y r a t i o rj> i s a 

k n o w n f u n c t i o n o f u + , i s i t r e a s o n a b l e t o c a l c u l a t e t h e v e l o c i t y 

p r o f i l e f r o m a s u i t a b l y m o d i f i e d v e r s i o n o f ( 1 1 ) ? T h i s w o u l d 

r u n : 

du+' 
= 0 : 4 < K w + ) -

dhi+ 
( 1 3 ) 

w h i c h c a n b e e v a l u a t e d b y n u m e r i c a l q u a d r a t u r e w i t h o u t d i f -

ficulty. T h i s t h o u g h t m i g h t l e a d t o m o r e 6 s a t i s f a c t o r y t h e o r i e s o f 

f r i c t i o n a n d h e a t t r a n s f e r i n c o m p r e s s i b l e b o u n d a r y l a y e r s . I f 

e q u a t i o n ( 1 3 ) i s n o t a s s u i t a b l e a s t a r t i n g p o i n t f o r a n a l y s i s a s 

t h a t , f o r e x a m p l e , o f v a n D r i e s t [ 2 0 ] , w h a t i s t h e p h y s i c a l r e a s o n 

f o r t h i s ? 

I t i s n o t i n t e n d e d t o s u g g e s t a n s w e r s t o t h e s e q u e s t i o n s h e r e . 

T h e y a r e p u t f o r w a r d s o l e l y t o p r o v o k e t h o u g h t a n d c r i t i c i s m . 

Conclusions 

( а ) F o r m u l a s h a v e b e e n p r e s e n t e d [ e q u a t i o n s ( 9 ) a n d ( 1 0 ) ] 

w h i c h r e p r e s e n t a d e q u a t e l y t h e e x p e r i m e n t a l d a t a f o r t h e u n i -

v e r s a l t u r b u l e n t v e l o c i t y p r o f i l e w h e n t h e v i s c o s i t y a n d d e n s i t y 

o f t h e f l u i d a r e u n i f o r m . 

( б ) T h e f o r m u l a s a r e f l e x i b l e e n o u g h t o p e r m i t f u r t h e r a d j u s t -

m e n t o f c o n s t a n t s i n t h e l i g h t o f n e w e x p e r i m e n t a l d a t a , a n d 

s i m p l e e n o u g h i n f o r m t o p e r m i t a n a l y t i c a l i n t e g r a t i o n i n i m -

p o r t a n t c a s e s o f i n t e r e s t . 

( c ) T h e f o r m u l a s r e p r e s e n t y + e x p l i c i t l y i n terms o f u + i n s t e a d 

o f v i c e v e r s a . I t a p p e a r s p o s s i b l e t h a t o t h e r a s p e c t s o f t u r b u l e n t 

b o u n d a r y - l a y e r a n a l y s i s m a y b e p r o f i t a b l y r e - e x a m i n e d w i t h 

v e l o c i t y a s t h e i n d e p e n d e n t v a r i a b l e . 
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On Classical Normal Modes of a 
Damped Linear System 

MORRIS MORDUCHOW1 

I T H A S B E E N e s s e n t i a l l y s h o w n b y R a y l e i g h [ L ] 2 t h a t i f t h e 

d a m p i n g m a t r i x o f a l i n e a r v i b r a t i n g s y s t e m i s a l i n e a r c o m b i n a -

t i o n o f t h e s t i f f n e s s a n d i n e r t i a m a t r i c e s , t h e n t h e d a m p e d s y s t e m 

w i l l h a v e p r i n c i p a l m o d e s w h i c h a r e e x a c t l y t h e s a m e a s t h o s e o f 

t h e u n d a m p e d s y s t e m . C a u g h e y [ 2 ] h a s r e c e n t ^ d e v e l o p e d m o r e 

g e n e r a l c o n d i t i o n s f o r t h e e x i s t e n c e o f c l a s s i c a l n o r m a l m o d e s w i t h 

d a m p i n g , i n c l u d i n g t h e a b o v e c o n d i t i o n a s a s p e c i a l c a s e . I n 

b o t h [ 1 ] a n d [ 2 ] , t h e a n a l y s i s i s b a s e d o n t h e u s e o f n o r m a l c o -

o r d i n a t e s . T h e p u r p o s e o f t h i s N o t e i s t o d e m o n s t r a t e R a y l e i g h ' s 

c o n d i t i o n ( e q u a t i o n ( 2 ) b e l o w ) i n a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r w i t h -

o u t t h e u s e o f n o r m a l c o - o r d i n a t e s a n d h e n c e w i t h o u t a s s s u m i n g 

a k n o w l e d g e o f t h e t h e o r y a s s o c i a t e d w i t h t r a n s f o r m a t i o n s t o s u c h 

c o - o r d i n a t e s . T h i s p r o c e d u r e , i n a d d i t i o n t o b e i n g i n s t r u c t i v e , 

w i l l a l s o l e a d t o e x p l i c i t r e s u l t s f o r t h e d a m p i n g f a c t o r a n d 

n a t u r a l f r e q u e n c y i n a n y p r i n c i p a l m o d e , a n d w i l l b e s e e n t o 

y i e l d s o m e i n t e r e s t i n g i m p l i c a t i o n s . F i n a l l y , t h e m e t h o d o f 

a n a l y s i s g i v e n h e r e w i l l b e a p p l i e d t o a v i b r a t i n g b e a m w i t h 

s i m u l t a n e o u s i n t e r n a l a n d e x t e r n a l d a m p i n g . 

L e t a d y n a m i c a l s y s t e m b e g o v e r n e d b y t h e e q u a t i o n s 

M X } + w i f e } + = o 

w h e r e [ m ] , [ c j , a n d I A'] a r e s q u a r e ( i n e r t i a , d a m p i n g , a n d s t i f f n e s s , 

r e s p e c t i v e l y ) m a t r i c e s o f o r d e r n . M o r e o v e r , s u p p o s e 

[ c ] = a [ m ] + b[k] (2) 

w h e r e a a n d b a r e a n y c o n s t a n t s . T o s o l v e e q u a t i o n s ( 1 ) , l e t 

[h] = {H}eP' (3) 

w h e r e * { H } i s i n d e p e n d e n t o f t h e t u n e t, a n d p i s a c o n s t a n t . T h e n , 

i f e q u a t i o n ( 2 ) h o l d s , e q u a t i o n ( 1 ) r e d u c e s t o 

( [ m ] + m \p2 + ap/ 
H } = 0 ( 4 ) 

1 + bPl 

Vk1 + <>Pk 

1 

T h u s 

Pi. = ~dk ± itok 

w h e r e 

dt = 
a + tok2b 

u k = m 

E q u a t i o n s ( 6 a , b) g i v e t h e d a m p i n g f a c t o r d,. a n d t h e n a t u r a l f r e -

q u e n c y c o t f o r a n y p r i n c i p a l m o d e w i t h d a m p i n g w h e n c o n d i t i o n 

( 2 ) h o l d s . I n t h e l a t t e r c a s e , i n f a c t , a n e c e s s a r y a n d s u f f i c i e n t 

c o n d i t i o n f o r dynamic stability o f t h e s y s t e m i s t h a t 

a + wko*b > 0 ( 7 ) 

(1) 

f o r each u n d a m p e d n a t u r a l f r e q u e n c y c o t o . [ I t i s i n t e r e s t i n g t o 

n o t e t h a t ( 7 ) c a n b e s a t i s f i e d e v e n i n c a s e s w h e n e i t h e r a o r b 

( b u t n o t b o t h ) i s n e g a t i v e . E q u a t i o n s ( 3 ) t h r o u g h ( 6 6 ) a r e v a l i d 

w h e t h e r [ c ] i s p o s i t i v e d e f i n i t e o r n o t . ] 

C o n s i d e r , finally, a beam s u b j e c t e d t o a n e x t e r n a l d a m p i n g 

l o a d f(x)bY/dt a n d a n i n t e r n a l d a m p i n g l o a d (g/oS)b/i)l(EIY")" 
( c f . , e . g . , [ 3 ] ) p e r u n i t l e n g t h , w h e r e '=b/dx. M o r e o v e r , s u p p o s e 

f(x) = cp{x), w h e r e c i s a c o n s t a n t , 3 a n d p ( . r ) i s t h e m a s s p e r u n i t 

l e n g t h o f t h e b e a m . L e t Y{x, I) = y(x)epl. T h e n t h e e q u a t i o n 

f o r t h e f r e e b e n d i n g v i b r a t i o n s r e d u c e s t o : 

(.EI(x)y")" + P(x) 
cp + p2 

1 H P 
01 

= 0 (8) 

H e n c e t h e p r i n c i p a l m o d e s h a p e s y{x) w i l l b e t h e s a m e a s w i t h o u t 

a n y d a m p i n g , a n d t h e v a l u e o f p i n a n y m o d e w i l l b e s u c h t h a t 

cp + p2 

1 + — P 
= - " t o 1 ( 9 ) 

w h e r e u>ko i s t h e u n d a m p e d n a t u r a l f r e q u e n c y i n t h e H h m o d e -

S e t t i n g p — —dk + ioik, e q u a t i o n ( 9 ) i m p l i e s 

dk = 2 2 uk 
( 1 0 a ) 

w h e r e 

4 a ) , 1 + ( c 2 - 4 w ; : o 2 ) u > i . 2 + ' 2 c g o > k M : + g*to k o < = 0 ( 1 0 6 ) 

T o f i r s t p o w e r s o f g, 

w k = u k e 

e g V 

4 w A , 2 
(11) 

w h e r e ukc = [w^.,,2 — ( c / 2 ) 2 ] ' / 2 = t h e n a t u r a l f r e q u e n c y i n t h e kth 

m o d e f o r g — 0 . I n t h e c a s e o f i n t e r n a l d a m p i n g o n l y ( c = 0 ) , 

e q u a t i o n s ( 1 0 a ) a n d ( 1 0 b ) y i e l d : 

E q u a t i o n ( 4 ) i s s e e n t o b e t h e s a m e a s t h e e q u a t i o n f o r n o d a m p i n g 

( o = b = 0 ) , b u t w i t h ( l / ? > 2 ) r e p l a c e d b y ( 1 + bp)/(p2 + ap). 
H e n c e t h e c h a r a c t e r i s t i c n o r m a l i z e d v e c t o r s { # } w i t h d a m p i n g 

w i l l b e t h e s a m e a s t h o s e w i t h o u t t h e d a m p i n g . M o r e o v e r , i f i n 

t h e fcth m o d e w i t h o u t d a m p i n g pk- = —tok2 ( w h e r e o3 k c d e n o t e s 

t h e u n d a m p e d n a t u r a l f r e q u e n c y i n t h e A^th m o d e ) , t h e n f o r t h e 

M h m o d e w i t h d a m p i n g 

, goho 
* = " v ^ L 

i + ( i _ 
- >A 

- [ 1 - ( 1 - f / 2 ) ' / 2 ] ' A 

( 1 2 a ) 

W t = V 2 " U + ( 1 ~ ff2)Vl]lA 
(126) 

( 5 ) 

(6a) 
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