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Introduzione

Molti liquidi organici e inorganici a bassa massa molecolare, soluzioni di sali con non elevata
massa molecolare, sali e metalli fusi e gas esibiscono caratteristiche proprie dei fluidi newtoniani:
a temperatura e pressione costanti, se sottoposti a un flusso creato da puro sforzo di taglio, ovve-
ro un flusso dove non avvengono compressioni, il tensore degli sforzi & proporzionale al tensore
velocita di deformazione, e la costante di proporzionalita e la viscosita. Questi fluidi son detti new-
toniani seppur le nozioni di flusso e viscosita sono antecedenti a Newton [53]. Per molti liquidi,
la viscosita decresce con la temperatura e cresce con la pressione. Per i gas, essa aumenta invece
in entrambi i casi. In generale, maggiore € la viscosita di una sostanza, pili resistenza essa pone al
flusso, e quindi ad esempio pil1 potenza € necessario erogare con eventuali pompe. La seguente
tabella mostra valori tipici della viscosita di comuni fluidi [54].

sostanza viscosita (Pa-s)
aria 107°
acqua 1073
alcol etilico 1.2-1073
mercurio 1.5-1073
glicol etilenico 20-1073
olio d’oliva 0.1
glicerolo 100% 1.5
miele 10
sciroppo di glucosio | 100
bitume 108
vetro fuso 10'?

Scendendo nella tabella, si puo notare che la viscosita aumenta di diversi ordini di grandezza,
e si puo osservare allora come la viscosita puo raggiungere anche valori estremamente elevati. Un
solido puo esser visto come un fluido con viscosita tendente all'infinito: allora dai dati della tabella
emerge come il confine tra solido e liquido non sia sempre cosi ben marcato. La dinamica dei fluidi
newtoniani, attraverso le equazioni di Navier-Stokes, & stato comunque, almeno dal punto di vista
teorico, un problema ben posto e chiuso da circa 300 anni, tralasciando la difficolta oggettiva nel
risolvere questi complicati sistemi di equazioni differenziali, anche se molti problemi riguardanti
flussi con reazioni chimiche o con piu fasi, oppure riguardanti la turbolenza, rimangono tuttora
aperti.

Durante gli ultimi 50-60 anni, si & notato sempre piu il fatto che parecchie sostanze di rile-
vanza nelle applicazioni industriali, specialmente di natura multifasica , come ad esempio schiu-



me, emulsioni, dispersioni e sospensioni, malte fluide, soluzioni polimeriche sia artificiali che
naturali, o comunque in generale sostanze polimeriche fuse, non rispettano il legame di linearita
omogenea tra sforzi viscosi e velocita di deformazione nei flussi sottoposti a puro sforzo di taglio.
Questi fluidi quindi sono stati denominati non newtoniani, non lineari, complessi o reologica-
mente complessi. La seguente tabella contiene una lista rappresentativa dei fluidi che esibiscono
differenti tipi di comportamento e in maniera piti 0 meno accentuata fenomeni non newtoniani
nei flussi [54]. Ovviamente, in questa sede ci riferiamo a materiali incompressibili e isotropi, che
rappresentano comunque un’ampissima categoria nonché la quasi totalita di questo tipo di fluidi.
La quantita di sostanze non newtoniane e la varieta di tipologie di comportamento che esibisco-
no, comunque, sono talmente estese che si potrebbe dire che il caso newtoniano, seppur il pit
semplice, rappresenta un’eccezione.

- Colle (es. colla da tappezzeria) - Generi alimentari (puré o concentrati di frutta

e verdura, salse, condimenti per insalata, maionese,
marmellate, gelati, zuppe, impasti per torte,
impasti per pane, bianco d'uovo)

- Bevande alcoliche (birre, liquori) - Grassi e oli lubrificanti

- Liquami e concimi animali - Sospensioni minerali

- Fluidi biologici (sangue, muchi, - Magma, lava, roccia fusa

liquido sinoviale , saliva)

- Malte e paste di cemento - Tinte, smalti e lucidanti

- Malta di gesso - Sospensioni di polpa di cellulosa

- Cioccolati - Malte di lignite o torba

- Malte con carbone - Plastiche, gomme, polimeri fusi o in soluzione
- Cosmetici e prodotti per I'igiene - Inchiostri e colori da stampa

(smalti per unghie, lozioni, creme,
rossetti, shampoo, creme e schiume
da barba, dentifrici, etc.)

- Prodotti e scarti caseari - Prodotti farmaceutici (es. creme, schiume,
(es. formaggi, burro, yogurt, sospensioni)

panna, siero di latte)

- Fanghi e melme - Sabbia bagnata delle spiagge

- Schiuma antincendio - Greggio ceroso

- Acque di scolo e fognarie

In tuttii casi si tratta di sostanze chimicamente complesse: soluzioni di polimeri o molecole
complesse, miscele di idrocarburi, sistemi multifase in cui particelle liquide, gassose o anche soli-
de si trovano disperse in un liquido. Come si vede dalla tabella, si tratta di sostanze con cui si ha a
che fare anche abbastanza facilmente e, soprattutto, molto utilizzate nell’ambito industriale chi-
mico, farmacologico o alimentare. E’ quindi evidente I'importanza di sviluppare dei modelli che
descrivano le fenomenologie peculiari di questi liquidi e permettano di comprendere a fondo le
proprieta in modo da poterne sfruttare eventuali caratteristiche anche al fine di eventuali ottimiz-
zazioni in processi d’'interesse. Numerosi modelli reologici per descrivere queste sostanze sono
stati proposti; tuttavia le proprieta di molti di essi non sono conosciute, poiché si tratta di questio-
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ni molto attuali e 'analisi delle proprieta delle equazioni del moto che ne seguono € complessa ed
e tuttora in corso.

Questi fluidi sono caratterizzati comunque da particolari e numerosi fenomeni che assoluta-
mente non sarebbero possibili in fluidi newtoniani. Ad esempio, il recupero elastico (fig. a), feno-
meno nel quale un fluido (es. soluzione di sapone e alluminio [55]) viene versato da un recipiente
in condizioni stazionarie e una volta tagliato il flusso, la parte superiore al taglio rimbalza dentro
il recipiente. Nell'effetto Kaye (fig. b), invece, caratteristico di fluidi in cui la viscosita diminuisce
con la velocita di deformazione (pseudoplastici o shear-thinning), del fluido in moto scivola via
in un filamento su dell’altro in quiete per via dell’alto gradiente di velocita all’interfaccia di con-
tatto. Inoltre,vi e I'effetto Weissenberg (fig. c), in cui se viene miscelato del fluido con una sbarra
rotante velocemente su sé stessa si assiste alla risalita del fluido lungo di essa, al contrario del caso
newtoniano dove il fluido verrebbe respinto per via della forza centrifuga. Come ultimo esempio
citiamo I'effetto Barus (fig. d), dove un flusso che esce da un tubo con una certa sezione, acquista
nelle vicinanze una sezione crescente con la distanza dall’orifizio fino anche a diverse volte I'area
di quest’ultimo.

Ejhajs—h.nnm

science.wonderhowto.com
(b) (c) (d)

Gli ultimi due in particolare sono caratteristici della famiglia dei fluidi viscoelastici polimeri-
ci. Questi ultimi sono stati oggetto della maggior attenzione finora, in quanto presentano diverse
utili proprieta di interesse applicativo[39]. Innanzitutto, una formidabile conseguenza della vi-
scoelasticita e la riduzione della resistenza al flusso[34]: 'aggiunta di una piccola concentrazione
(poche decine di p.p.m. in massa) di lunghe catene di polimeri in acqua provoca una diminuzione
dell’80% della potenza necessaria a mantenere in moto un flusso in un tubo. Un esempio diretto
di applicazione di questo effetto € dato dagli idranti dei vigili del fuoco, che operando nell’acqua
la suddetta aggiunta riescono ad avere un getto di maggior potenza e gittata. La comprensione di
questo effetto, nonostante i molti studi al riguardo, & tutt'oggi incompleta. Recentemente [56] &
stato mostrato comunque che tale effetto e legato alle proprieta di stabilita del flusso. L'analisi di
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stabilita € uno studio molto importante in fluidodinamica e per i sistemi dinamici in generale [11],
appunto perché da essa dipendono le caratteristiche fisiche di un fluido mostrate a seconda del
flusso e delle condizioni in cui si trova, e questo appena citato ne & un esempio. Come vedremo,
I'analisi di stabilita & I'analogo di studiare nella meccanica analitica il tipo di equilibrio (stabile,
instabile o indifferente) della posizione di un punto materiale, di un sistema di punti o in generale
di punti e/o corpi rigidi, in un’energia potenziale causata da un campo di forze esterne o interne,
con la differenza che qui lo spazio delle fasi non ¢ costituito da un numero discreto di coordinate
ma da campi.

Un’altra proprieta che si ottiene dall’aggiunta di polimeri solubili in acqua € un forte aumento
dell’efficienza con cui il calore si trasferisce in presenza di differenze di temperatura tra regioni
diverse del fluido.

Di interesse piu grande tuttavia in questo momento, e la possibilita che danno i fluidi polime-
rici di ottenere quella che viene detta turbolenza elastica, ciog, fatto apparentemente paradossale,
turbolenza per numeri di Reynolds — 0. La turbolenza idrodinamica & infatti un regime che per
i fluidi newtoniani € in genere incontrato ad altissimi numeri di Reynolds. Anche su questo fatto
I'analisi di stabilita ci verra in aiuto: regioni dello spazio delle fasi che risultano instabili per ogni
Re>0, sono quelle che danno origine al comportamento caotico per Re arbitrariamente piccoli do-
vuti alla dinamica del sistema. Per questa ragione, chiameremo instabilita elastiche quelle che si
formano in regioni per ogni Re>0, mentre negli altri casi le chiameremo idrodinamiche, per il fatto
che son tutte quelle caratteristiche dell’acqua e degli altri fluidi newtoniani.

Le instabilita a piccoli numeri Re hanno notevole interesse applicativo, e sono tutt’ora un fe-
nomeno misterioso. Un esempio in cui sono fondamentali sono i flussi in microcanali (tubi di
sezione fino all’ordine di 100um), molto importanti in chimica e biochimica[57]. I flussi micro-
scopici sono in genere sempre laminari. Difatti, essendo il numero di Reynolds definito come %,
dove u € la viscosita cinematica e U e L sono velocita e lunghezza tipiche del flusso, avere un dia-
metro del condotto di qualche decina di micron fa si che Re sia sempre molto piccolo e quindi
mai ci si trovi nel regime turbolento, poiché le velocita richieste necessiterebbero di gradienti di
pressione enormi alle estremita del tubo. Questo &€ importante se all'interno del microcanale si vo-
gliono far mischiare due fluidi ad esempio per avere delle reazioni chimiche: senza moto caotico,
I'unico meccanismo di mescolamento € quello diffusivo, che pero € molto inefficiente: per I’albu-
mina del siero bovino (coeff. di diffusione D=3-10"7cm?/s in acqua), il tempo tipico di diffusione
L?/D in un microcanale di diametro qualche decina di micron & dell’ordine di ~ 100s. Aggiungen-
do polimeri, si puo ottenere turbolenza anche a Re arbitrariamente bassi e tramite il moto caotico
il miscelamento & molto pil efficiente e rapido.

Alla luce di tutto cio, e chiaro quindi quanto possa esser utile conoscere a fondo le caratteri-
stiche di questo tipo di turbolenza per sfruttarle al meglio, e cercare eventualmente quali sono le
proprieta del fluido che possono causarle, oppure se esistono altri materiali oltre quelli polimerici
in grado di mostrare questo fenomeno.

Lobiettivo di questa tesi quindi sara quello di studiare in generale come la non newtonianita di
un fluido incide sulle proprieta di stabilita del flusso. Per fare cio, utilizzeremo due modelli tempo-
indipendenti, derivanti da una relazione reologica fortemente non lineare, che coprono almeno
qualitativamente una vasta classe di fluidi non newtoniani (modello di Carreau-Bird). Utilizze-
remo l'analisi di stabilita lineare (cioé il primo contributo dato dalle perturbazioni infinitesime)
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intorno a un punto fisso, una soluzione stazionaria delle equazioni del moto, di cui si conosce
praticamente tutto nel caso newtoniano, in modo da poter effettuare confronti o generalizzazioni.
Assumeremo il fluido, oltre che incompressibile, anche isotermo ovunque, per semplificare il pro-
blema e per focalizzare I'attenzione proprio sugli effetti non lineari della relazione sforzi viscosi-
velocita di deformazione che e gia di per sé abbastanza complessa. In particolare, sceglieremo
come punto fisso il flusso di Kolmogorov, un flusso sinusoidale bidimensionale e parallelo. Si trat-
ta di un flusso che solo nel caso newtoniano e stato realizzato anche sperimentalmente, mentre
dal punto di vista teorico la sua stabilita e stata studiata nel caso viscoelastico di Oldroyd-B [34],
mentre cio e del tutto nuovo nei casi non newtoniani che saranno affrontati. Del resto, lo studio
dei fluidi non newtoniani dal punto di vista delle misure di laboratorio non € nemmeno ancora
al punto di avere abbastanza misurazioni su una sostanza da fittare su modelli predefiniti per in-
dividuare con precisione i valori dei vari parametri liberi. Tuttavia, I'utilizzo di tale punto fisso ci
permettera, come vedremo approfonditamente nel testo, di utilizzare sia metodi analitici (approc-
ci perturbativi rinormalizzati a scale multiple[18], che hanno come condizione necessaria proprio
la periodicita del flusso), sia metodi numerici; comparando i risultati di questi avremo informazio-
ni sul comportamento del fluido variando i parametri liberi, mostrando in quali situazioni i flusso
diventa instabile potendo allora dare origine alla turbolenza e, tramite le scale multiple, avallere-
mo i risultati numerici in maniera esatta ed estenderemo ai casi non newtoniani il fatto che per il
flusso di Kolmogorov le perturbazioni che danno instabilita sono quelle trasverse a grande scala
rispetto al flusso base. Infine, caratterizzeremo il tipo di instabilita che si origina, scoprendo che
nei fluidi non tempo-dipendenti non newtoniani comunque le instabilita sono di tipo idrodina-
mico, cioe lo stesso del caso newtoniano. In base al confronto con le proprieta di instabilita del
modello viscoelastico di Oldroyd-B [34] cercheremo di capire cosa puo dare origine ad instabilita
a Reynolds— 0 e proveremo a generalizzare il modello di Carreu-Bird ad un altro modello tisso-
tropico o antitissotropico e identificare un’altra categoria di fluidi pit1 generale di quelli polimerici
che possono dare origine a turbolenza a Re— 0. Questo nuovo modello quindi potra esser fonte di
ispirazione per ulteriori indagini o test futuri, al fine di indagare sia sui materiali che sono in gra-
do di poter presentare questo tipo di turbolenza e in quali condizioni, sia proprio sui meccanismi
fisici e le cause che stanno alla base di questo fenomeno ancora praticamente sconosciuto.
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Capitolo 1

Lanalisi di stabilita lineare dei flussi
piani, paralleli e incompressibili

1.1 Linearizzazione e stabilita

Date le equazioni di Navier-Stokes ! per un flusso incompressibile:

V-v=0 1)
plov+v-Vv]=-Vp+V.-S+f '

si consideri una generica soluzione stazionaria (o anche punto fisso nella teoria dei sistemi
dinamici), cioe in cui le derivate temporali sono nulle per tutti i campi. Nel seguito verra indicata
come flusso base.

Si vuole investigare circa la sua stabilita lineare, ossia le sue proprieta fisiche sotto piccole per-
turbazioni e se tale soluzione & osservabile nella realta. Una soluzione tale che prendendone una
molto vicina ad essa I’evoluzione temporale data dalle (1.1) tende ad allontanarla dalla stessa e
chiaramente inosservabile nella realta come soluzione stazionaria, perché si ha sempre una pic-
cola perturbazione o incertezza nei valori delle varie grandezze, cosi come € impossibile far stare
in equilibrio un punto materiale in una posizione di equilibrio instabile. Essa tendera quindi a
transire alla turbolenza, o verso un’altra soluzione.

11 considerare perturbazioni piccole permette la linearizzazione delle equazioni, il che ov-
viamente rende la loro risoluzione affrontabile in maniera piti semplice e maneggevole. Questo
metodo permette sovente di trarre concrete proprieta fisiche di un problema.

Un esempio di cio € la propagazione di onde lineari nei fluidi. Consideriamo un fluido newto-
niano in quiete a densita e temperatura uniformi py, Ty. Anche se in presenza di forze di volume
esterne, il fatto che il fluido sia in quiete implica facilmente che anche la pressione sia stazionaria.
Noi comunque porremo le forze di volume nulle per semplicita. Si vuole studiare il suo compor-
tamento per piccoli moti intorno a questo stato. Per fare cio si suppone che il fluido sia portato
ad un certo istante ad una nuova densita p = pg + p(X, £), con p < py, velocita V(x, t) = 0, pressione
p=po+pXx1t), con p < py, temperatura T = Ty + Tx, 1), con T <« Ty, e per ognuna di queste

1Per alcuni richiami di fluidodinamica elementare al riguardo vedere I'’Appendice A
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quantita le derivate successive siano almeno dello stesso ordine di infinitesimo. Dalla (A.3) si ve-
de che, essendo tutte le grandezze costanti nella situazione iniziale, la variazione di entropia nel
tempo & composta solo da derivate di perturbazioni e quindi sara infinitesima: allora per ogni
particella fluida di massa m I’entropia rimane approssimativamente costante durante il moto, che

quindi & detto isoentropico. Supponiamo per semplicita che per una particella fluida di massa m
Lov,y —m oV, _10p
Vor'P — VmoT'P — pdT
la temperatura non entra in gioco nel nostro problema, e I'’equazione fluidodinamica per la con-

il coefficiente di espansione termica a = |p- sia nullo. Cio significa che
servazione dell’energia si disaccoppia dalle altre due facendo si che queste siano sufficienti per la
. . . 0 \ - . T .
chiusura del problema. Ricordiamo ora che 8 = —Vﬁl s € il noto modulo di compressibilita adia-

m 0p m 0p

. . . . . d
batica, per una particella fluida di massa m si ha — 2 =% | ﬁ =

m _ 0p :
o 3p lsyz = Pap |s. Allora possiamo

. _ 1 — 14 ~ Po ~
scrivere 0;p = 3pidp |sO:p ﬁatp B 0:p.

Posto tutto cio, scriviamo le equazioni di Navier-Stokes inserendo le suddette soluzioni e tra-
scurando i termini di infinitesimo superiori al primo:

Po
B
plOv+v-VVv] = pgd;Vv=—-Vp +nV2‘7+ n+8V(V-V)

V-(pv):pOV-Vz—atpz— a[ﬁ

Dalla prima notiamo subito che V-v = —%Ot p. Sottraendo alla seconda '’equazione per la situa-
zione statica iniziale Vpy = 0 facciamo comparire in essa solo il gradiente della perturbazione p.
Effettuando ora la derivata temporale della prima e la divergenza della seconda si ottiene:
000,V-v= 2225
B
P00V -V=-V2p+nV3(V-¥) + n+ V3 (V-V)

Sostituendo la seconda nella prima, e tenendo conto di quanto precedentemente ricavato su V-v

si arriva finalmente a:
Po _2n+¢

B B

Nel caso di fluido non viscoso quest’equazione diventa quella classica delle onde di d’Alambert,

Fp-Vp V20,5 =0

con onde non dispersive che si propagano con velocita \/g . I termini viscosi riproducono mate-
maticamente una dissipazione di potenza, introducendo dei termini immaginari nella relazione
di dispersione portati dal numero dispari di derivate che nello spazio di Fourier agiscono sulla fase
degli esponenziali immaginari; tali termini quindi sono come noto responsabili del decadimen-
to esponenziale nel tempo dell’intensita del’'onda. Richiamando nuovamente che 9;p = %0”5

e che, sempre per la derivazione di funzioni composte, V?p = %Vz P, sostituiamo queste ultime
nell’equazione delle onde di pressione ottenendo:

2n+
25— Ly H*te g2, 5
Po Po

La densita quindi si propaga attraverso la stessa equazione delle onde della pressione e quindi vale
quanto gia detto sopra, con stessa velocita e stesso assorbimento.

In realta questo modello e irrealistico, poiché il coefficiente di espansione termica non & mai
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nullo e quindi, dipendendo la densita anche da T oltre che da p, le continue compressioni e di-
latazioni delle particelle fluide fanno entrare in gioco la temperatura e 'equazione sulla conser-
vazione dell’energia, che quindi accoppiandosi a quella sopra complica lo studio della relazione
di dispersione introducendo un ulteriore assorbimento dovuto alla conducibilita termica e al ca-
lore specifico che e tutt’altro che trascurabile. Una trattazione approfondita di questo é illustrata
in [15]. Ulteriori considerazioni sono poi da fare se le variazioni di forze di volume esterne cau-
sate dalle compressioni/decompressioni p non sono trascurabili nel problema, come accade ad
esempio nel considerare le grandi distanze e grandi profondita in oceanografia.

Quel che si fa nell’analisi di stabilita lineare di fatto e generalizzare quanto detto con questo
semplice esempio, in cui si € studiato un intorno della soluzione statica dello spazio delle soluzioni
(detto nella teoria dei sistemi dinamici spazio delle fasi o degli stati), al caso di intorni di moti
generici.

Studiare la stabilita di una soluzione serve per avere informazioni sul processo di transizione
alla turbolenza: in particolare grazie a queste informazioni possiamo conoscere la situazione del
flusso base in un piccolo intorno dell’inizio di tale transizione.

Ovviamente I'analisi di stabilita lineare non da informazioni complete sulla stabilita genera-
le di una soluzione stazionaria, poiché quando le perturbazioni sono o diventano confrontabili
con il flusso iniziale, i termini non lineari non sono pill trascurabili. Essi quindi saranno determi-
nanti per '’evoluzione del flusso: potranno contribuire ulteriormente all’instabilita, portando alla
turbolenza, oppure potranno opporsi all'instabilita causata dai termini lineari, riportando il flus-
so nella soluzione iniziale. Oppure, ancora, potranno portare verso un’altra soluzione piu stabile
della prima. Leffetto dei termini non lineari puo esser visibile anche solo quando la perturbazione
o lo scostamento dal flusso base superano un determinato livello.

In particolare, consideriamo flussi paralleli e incompressibili. Un flusso parallelo avra per il
campo delle velocita , in un certo sistema di riferimento, una forma del tipo (U, 0,0). Inoltre, dal-
I'equazione di continuita V-v = 0 si ha che 0,,U = 0. Questo fa si che anche per 'unica componente
non nulla della velocita si cancelli il termine v- VU = U0, U, e quindi otteniamo un’ equazione li-
neare per il flusso iniziale, almeno nel caso newtoniano. E’ importante sottolineare come quanto
verra esposto nel seguito sia applicabile non solo a flussi paralleli ma anche ad esempio a flussi
cilindrici: un esempio di cio & lo studio della stabilita del flusso viscoso piano e incompressibile
che si ha tra due cilindri rotanti (problema di Taylor). Tuttavia la trattazione di questi casi non
rientra negli scopi delle applicazioni che vogliamo affrontare e pertanto non sara qui esposta.

Date quindi le (1.1) e un flusso parallelo incompressibile e stazionario che ne sia soluzione,
caratterizzato dai campi V, P ed eventualmente altri che entrano in gioco come temperatura, con-
centrazione di un soluto, etc. , il metodo per lo studio della stabilita lineare consiste nei passi
seguenti:

* siconsidera una soluzione infinitamente vicina del tipo V+v, P+p,...dove le funzioni in lettere
minuscole rappresentano le perturbazioni infinitesime del flusso base denotato in maiusco-
lo;
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* sisuppone, oltre che le perturbazioni siano infinitesime, che anche le sue derivate siano del-
lo stesso ordine di infinitesimo; cido permette di trascurare quindi tutti i prodotti di pertur-
bazioni e/o loro derivate, ottenendo cosi un sistema di equazioni differenziali alle derivate
parziali lineari, seppur a coefficienti non costanti;

* sisottraggono alle equazioni per i flussi perturbati quelle per il flusso base, ottenendo quindi
un sistema dove tutti i termini sono dello stesso ordine di infinitesimo della perturbazione;

* si risolve il sistema ottenuto e si discute di come esso prevede che le soluzioni perturbate
evolvano nel tempo.

1.2 Imodinormalinei flussi piani

Avendo a che fare con un’equazione differenziale lineare, un potente metodo euristico di stu-
dio di essa € come noto 'utilizzo di serie o trasformata di Fourier, che porta quindi alle equazioni
per i modi normali. Questo in particolare risulta molto utile quando si ha a che fare con un flusso
piano, cioe dove una delle tre coordinate cartesiane non entra in gioco né come variabile né come
componente. Si tratta della situazione che considereremo d’ora in avanti. In questo caso infatti i
coefficienti non costanti davanti alle derivate nelle equazioni, che dopo aver effettuato la lineariz-
zazione dipenderanno da U, conterranno solo una variabile e il sistema alle derivate parziali viene
ricondotto a un sistema di equazioni differenziali ordinarie.

Supponiamo, per fissare le idee, che il flusso base sia del tipo (U(y),0,0). In questo caso quindi
e la coordinata z a non entrare in gioco. Il flusso perturbato sara pertanto caratterizzato da
(U +ulx, y,20,vx,y,210),wkx,yz1), P(y)+px,y,z1),.. 1 coefficienti delle equazioni di-
penderanno al pit solo da y. Possiamo quindi esprimere le perturbazioni in trasformata di Fourier
rispettoax,zet:

v(X,,2,t) :f?/(y, ky, kg, w)e! KX +kz=0 gl dk dw

p(x, y,2,t) =fﬁ(y, ki, kz, w)e! ®¥Tka2=00 g dle dw

Data poilalinearita dell’equazione, posta la possibilita di portare le derivazioni sotto il segno di in-
tegrale si ottiene un’equazione differenziale ordinaria in y, dal momento che l'effetto delle derivate
nelle altre variabili e quello di portare giu come coefficienti potenze dei numeri d’onda o della fre-
quenza angolare dalla fase dell’esponenziale. Si ottiene quindi un’equazione per ogni modo nor-
male, che € una sorta di equazione d’onda per i modi normali della perturbazione, a cui saranno
associate le opportune condizioni al contorno del problema. Avendo a che fare con funzioni reali,
nello spettro di Fourier gli esponenziali complessi coniugati saranno presenti con stesso peso. Se
si e interessati all'informazione fisica portata dallo sviluppo di Fourier per conoscere il comporta-
mento del sistema sotto una perturbazione piccola oscillante, € sufficiente prendere la parte reale
delle equazioni.

Quel che si fa comunque é studiare la relazione di dispersione, ossia w(k). Nella teoria dei
sistemi dinamici la classificazione dei regimi di stabilita/instabilita € abbastanza variegata [2], ma
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per i nostri interessi sara sufficiente seguire quella semplificata in [1] basata su delle caratteristiche
fondamentali. In particolare:

* se Smw < 0 per qualchek, il flusso base & stabile per perturbazioni oscillanti con quei vettori
d’onda poiché esse decresceranno nel tempo esponenzialmente; se cio avviene per ogni k
il flusso base risulta completamente stabile, e il punto fisso funge quindi da insieme attrat-
tore o insieme limite per le configurazioni dei campi infinitamente vicini ad esso, sul quale
convergeranno dopo un tempo finito o infinito;

* se Smw = 0 per qualche k, ivi il flusso base ¢ in una situazione neutra tale che, se sposta-
to leggermente nello spazio delle soluzioni, non mostra tendenze né ad allontanarsi né a
riavvicinarcisi, o al piti se Rew # 0 conterra propagazioni di onde perturbative; I'insieme
dei valori di k per cui avviene questo € detto insieme marginale; se il flusso base ha tale
comportamento per ogni vettore d’onda, e detto neutro;

* se per almeno un valore del vettore d’'onda Smw > 0, il flusso risultera instabile, poiché la
perturbazione cresce esponenzialmente; in questi casi ad un certo istante diventa di dimen-
sioni confrontabili col flusso base, e quindi si esce dal regime di perturbazione infinitesima
ed entrano in gioco i termini non lineari.

In particolare, si cercano i valori dei parametri (adimensionali) tali che il flusso sia neutro, ossia i
parameltri critici.

Particolare attenzione merita il caso k, = 0. Per (ky, k;) # (0,0) si puo scrivere w = kc(k). Porre
esattamente k, = 0 nelle equazioni e poi risolverle puo dar origine ad alcuni risultati ambigui, co-
me discontinuita del comportamento del flusso base ad esempio in casi in cui c(k)|, »o sia limitata
mentre le equazioni di stabilita lineare risolte per k, = 0 darebbero anche ¢ = oo, oppure instabi-
lita che crescono linearmente col tempo, cosa che si pud mostrare avvenire per qualsiasi flusso
base U(y) nel caso non viscoso [2]. Tali instabilita, dette instabilita algebriche, nel caso viscoso
poi risultano sempre smorzate dalla viscosita dopo un breve transiente iniziale di crescita, e per
questa ragione, non vengono considerate nell’analisi dei fluidi ideali come vedremo. In generale
quindi, anche nei calcoli numerici, si pone sempre wy —¢ := limg__¢ c(k).

1.3 1l caso newtoniano

1.3.1 Le equazioni di stabilita lineare

Applichiamo quanto visto fin ora concretamente alle equazioni per un fluido newtoniano. De-
notando con le lettere maiuscole le grandezze relative al flusso base piano e con le lettere minu-
scole le perturbazioni. Cancellando i termini nulli per quanto detto nelle sezioni precedenti si ha

innanzitutto:
V-V=0
1, 1.2)
0=-VP+—V°V+f
Re
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Inseriamo invece ora nelle (1.1) una soluzione differente da questa per una perturbazione infini-

tesima:
V-V+V-v=0

1
0v+v-VV+V-Vv+v-Vv=-VP-Vp+ R—(V2V+ Vv) +f
e
Sottraendo a queste ultime le (1.2) si ottiene:
V-v=0

1
0 Vv+V-VV+V-Vv+v-Vv=—-Vp+ R—vzv
(]

Tenendo solamente i termini di ordine di infinitesimo piti basso, si arriva finalmente a:

V-v=0

1, (1.3)
0v+v-VV+V.-Vv+Vp— R—V v=0
e

Notiamo subito che anche la perturbazione risulta incompressibile e che la dinamica della per-
turbazione e indipendente dal campo di forze di volume esterno. Il numero di Reynolds e definito
ancora rispetto a una velocita tipica del flusso base.

Ora non ci resta che studiare la relazione di dispersione delle (1.3). Continueremo a supporre
d’ora in poi, salvo diversa indicazione esplicita, il flusso base del tipo (U(y),0,0). Notando che
i coefficienti sono costanti rispetto alle variabili x, z e t, sostituiamo ambo i membri con la loro
trasformata di Fourier e supponiamo sia possibile portare le derivazioni sotto segno di integrale:

f V- (W3, kx, k)’ B R2=00) gk dk,dew =0

f[a;(ﬁ(y, kx’ kz’w)ei(kxx+kzz—wt))+(v(y’ kx’ kz,a)) .Vv)ei(kxx+kzz—wt) +V-V(V(y, kx’ kz’w)ei(kxx+kzz—wt))+

. 1 .
V(P K Koy @) CEE700) 02 (0, ke, ke, el btkz=o0) | aje dk,dw =0

Data l'invertibilita dell’operatore della trasformata di Fourier, gli integrali sono nulli solo se il
loro argomento é nullo. Effettuando le varie derivazioni e dividendo tutto per 'esponenziale
immaginario che non si annulla mai, si ottiene per ogni modo normale:

ikyi(y)+ 0 (y)+ik;w(y)=0

1
—iwi(y) + U () + ik, U U(y) + ik ply) — o -+ kD ay) + @' (y)]=0

2 2y ~ ~/ (1.4)
—(ks+ k) +0"'(»]=0

1
—iwi(y) +iky U T+ P (y) - ﬁ[

1
— 0D + ik U W) +ikzp() - 2= [~ + k@) +@"(»]=0

dove per alleggerire la notazione si e sottintesa l'indicazioni di ky, k;, e @ di ciascun modo nor-
male e si e indicata 'unica derivazione presente, rispetto alla variabile y, con I'apostrofo; u, ve w
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rappresentano come noto le componenti della velocita rispettivamente lungo x, y e z.

1.3.2 1l teorema di Squire

Nel caso newtoniano, per il problema di stabilita dato dalle (1.4) esiste un teorema che ne
semplifica molto I'analisi.

Teorema 1.3.1 (Squire). Per il sistema di stabilita lineare di un fluido newtoniano (1.4), ad ogni per-
turbazione instabile tridimensionale ne corrisponde una piu instabile bidimensionale; il numero di
Reynolds critico é quindi associato sempre a perturbazioni puramente bidimensionali.

Dimostrazione. Nel sistema (1.4) scriviamo w come k,¢, dove € non e la velocita di fase dell’on-
da. In questo modo il comportamento della perturbazione € totalmente dipendente dalla parte
immaginaria di tale parametro, a seconda che sia positiva o meno a seconda del segno di k.

Si considerino poi la prima, la terza equazione e la somma della seconda con la quarta molti-
plicata per %

ik Ti(y) + 0" (y) + ik, (y) =0
—ic(kxU(y) + k,w()+oU' ) +iUW) (ke G(y) + k() +

1
kxRe

[ (2 + k) (k1Y) + ko () + kx @' () + k@ ()] =0 (1)

1
+i— (k5 + kA p(y) -
kx

1
—iCkyD(y) + ik U D) + P (y) - e [~ +KHD(y) + D" (1)]=0

Supponiamo k, > 0. Operiamo ora la seguente trasformazione di Squire:

R _ _ By
k=\/K2+ k2, c=5 ku(y) = kell(y) + kz0(y), v(y) = 0(p), %= ”%y , kRe=k.Re

X

Notiamo che se il flusso parallelo e a contatto con un interfaccia, lungo quest’ultima la compo-
nente w sara nulla per I'impenetrabilita della stessa, e percio tali sostituzioni non modificheranno
le condizioni al contorno.

Sostituendo nelle (1.5) si ottiene:

iku(y)+v'(y) =0
1
—ikcu(y)+ v())U' (y) + ikU) u(y) + ikp(y) — 7 [~k u@) +u"(»]=0 (1.6)

1
—ikcv(y)+ikUyv(y) +p'(y) - 2o [-k*v()+ 0" (n]=0

che e il sistema (1.4) con w = k, = 0. Ad ogni flusso perturbato tridimensionalmente sappiamo
quindi associare tramite la trasformazione di Squire un flusso perturbato bidimensionalmente.
Esso avra numero di Reynolds minore, poiché k > k,, e stesso comportamento di stabilita: infatti,
rimanendo ¢ = ¢, si ha che per un w di una perturbazione bidimensionale il fattore di crescita
(k3mc) e maggiore di (ky m ¢) in modulo, quindi o pit1 alto se positivo (pit1 instabile), o pili basso
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se negativo (piu stabile), o sempre nullo se neutra era la situazione tridimensionale Bmc=0). Da
queste considerazioni segue quindi la tesi. Analoghe considerazioni valgono se k, < 0, invertendo
il segno nella definizione di k per garantire la positivita di Re. O

Si noti che nel caso bidimensionale a cui ci siamo ricondotti il vettore d’'onda ha solo compo-
nente k, e quindi la velocita di fase della perturbazione k% pure avra componente solo lungo x e
coincidera proprio con c. Nel caso quest’ultima sia puramente reale, la perturbazione infinitesima
risulta quindi essere un’onda viaggiante a velocita di fase Re ¢ nella direzione del flusso stesso.

Il teorema di Squire permette quindi di semplificare la risoluzione delle equazioni in quanto,
ai fini della ricerca dei parametri critici, & sufficiente restringersi in virtu di esso al caso bidimen-
sionale, eliminando quindi una variabile e una componente di ogni grandezza vettoriale in gioco.
In seguito quindi, almeno per ora riguardo ai casi newtoniani, ci riferiremo sempre alle (1.6) come
le equazioni di stabilita.

1.3.3 Un esempio di applicazione: il problema di Benard e i moti convettivi

Come esempio di applicazione dell’analisi di stabilita lineare di un flusso che mostra in ma-
niera evidente i risultati di tale tipo di studio, consideriamo quello che & noto come problema
di Benard: un liquido newtoniano in quiete, posto in uno strato infinito nelle direzioni x e y,
ze [-L/2,L/2], tale che la superficie superiore sia mantenuta a temperatura 7_ minore di quella
inferiore T, in regime stazionario. La soluzione di questo problema familiare alla pratica mostra
quindi i primi moti convettivi in ambito lineare che si verificano in un fluido in queste condizioni,
ed e considerato uno dei primi grandi successi della teoria di stabilita lineare. 1l calcolo & abba-
stanza complesso, ma € molto interessante perché mostra chiaramente diverse approssimazioni e
procedure tipiche.

Supponiamo per il liquido, in regime di Boussinesq, piccole espansioni termiche. Sia « il coef-
ficiente di espansione termica, che viene assunto costante nell’intervallo di temperature conside-

rato. Supponiamo inoltre infinito il modulo di compressibilita isoterma y = pg—ZIT, cioe g—z =0.

AT=T4) dove py & la densita di riferimento del fluido a

Allora I'equazione di stato sarebbe p = pge™
T,; ma per un liquido si hanno piccole espansioni anche a variazioni considerevoli di temperatu-
ra: si ha quindi a = 0, diciamo infinitesimo, e si puo linearizzare sviluppando al primo ordine di
Taylor ottenendo p = po(1 — a(T - T,)).

Scriviamo quindi i nuovi campi perturbati come T = T + 1, P + p,v. Posto poi che de = Tds —

%dV =Tds+ %dp = Tds— (Z—g(l+2%)dT = Tds— %dT = Tds, in quanto adT & un in-

0
finitesimo di ordine superiore al primo. Allora g—zls ~ 0, e quindi de ~ Tdsl|, = cdT, dove c ¢ il
calore specifico per unita di massa, poiché le variazioni di densita sono appunto infinitesimi di
ordine superiore: tale quantita determina l'energia interna assorbita per unita di massa. Analogo

. . . L . . d .
discorso si ha per —pV -v, per il quale dalla continuita in forma lagrangiana si ha = %d—’; e consi-
. . . d -
derando che la densita non dipende dalla pressione = %d—g lp ‘Zi—:{ =- pa% =~ 0. Mettendo insieme

tutte queste considerazioni si ha per la situazione statica di base:

0=-VP+po(l—a(T-T.)g
0=V2T
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dove g ¢ la forza peso (0,0,—g), diretta lungo l'asse z verso il basso. Dalla seconda si ha, tenute

conto le condizioni al contorno suddette, T = T, — LT I'z, dove I & il gradiente di tempera-

2
T*ZT’. Per i campi perturbati si ha, trascurando i termini di infinitesimo di ordine

superiore e sottraendo le equazioni per i campi base:

tura costante

V-v=0
P00 v=-Vp+nViv—poarg (1.7)
poc[6t1+v-VT] =poclost—wl'] = kV?T

dove con w si indica come solito la componente lungo z della velocita. Otteniamo solo due equa-
zioni per temperatura e w effettuando sulla seconda del sistema (1.7) il laplaciano della terza
componente e la divergenza seguita da una derivazione rispetto a z:

pOOtVZ w= —Vzazp + nV2V2 w+ poagVZT
0=-V23,p+pogadt

Sottraendo la seconda alla prima:
000 Viw=nViViw + poag(ai + 6?,)1

a cui va aggiunta la terza del sistema (1.7).

Introducendo la nota diffusivita termica y = kaC, passiamo a variabili adimensionali attraverso

2
le scale tipiche di temperatura AT = T — T_, lunghezza L e tempo L? Allora le due equazioni in
questione a sistema diventano:

(1.8)

dove Przplx e il numero di Prandtl.

Introduciamo ora i modi normali per le perturbazioni. Essendo le (1.8) differenti dalle (1.4),
per via della presenza della temperatura e del numero di Prandtl, non possiamo applicare il teo-
rema di Squire com’e stato formulato. Tuttavia una riconduzione ad un caso bidimensionale qui

risulta ancora piu semplice. Infatti se ogni modo normale sara del tipo:
w = w(z)ei(kxx+kyy—wt)

= f(z)ei(kx)ﬁkyy—wt)

siavra
2

I'L
(~iw+ K2+ k2 —02) (2 = — 0@

_i al?po(k?+k?)
(ﬂ+ki+k§—a§)(a§—k§—k§)w(z)=—g pﬂn’“ Y 2

Pr
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Possiamo ora effettuare la sostituzione K = /k2 + ki, che corrisponde banalmente a una rotazio-
ne nello spazio dei vettori d’'onda in cui si fa coincidere I'asse x (0 y) con la direzione del vettore
d’onda (ky, ky). Otteniamo cosl un’analoga espressione che corrisponde ad aver utilizzato una
perturbazione bidimensionale nel piano z e x (0 y):

2
(~iw+K*-0%)%(2) = % W(z)

L2pK?
_8aL po #(2)

—iw
— +K*- 2) 2 —K?)i(z) =
( . 05| (05 ) W(z)

Scrivendo W (z) = FTLZ w(z) si ha:

(iw+K?—0%)F(2) = W(2)

—iw — (1.9)
(P— + K% - aﬁ) (0% - K*) W (2) = —RaK?7(2)
T
4
avendo introdotto numero di Rayleigh Ra= %.

Le (1.9) rappresentano il nostro sistema di equazioni di stabilita lineare, di cui vogliamo cono-
scere la stabilita data dalla legge di dispersione w(K). Eliminando la temperatura:

(—iw+K?—02) (% + K% - aﬁ) (a§ - KZ)W(Z) = —RaK?W(2) (1.10)

Soffermiamoci ora sulle condizioni al contorno. Ritorniamo momentaneamente ad utilizza-
re le variabili dimensionate. Le due situazioni tipiche per ogni superficie sono quella di parete
fissa o superficie libera. In entrambi i casi, essendo per ipotesi la temperatura mantenuta co-
stante sulle pareti, si ha T(z) = 0 a z = £L/2 (siamo in variabili adimensionali); questa implica
che Ii (F2 + K*-92) (02— K?)W(z) = 0. Per il primo caso, la condizione di adesione viscosa &
inoltre W = 0 sulle pareti, dal momento che il flusso base e gia in quiete; 'annullarsi inoltre di
u e v sulle pareti implica che ivi 0,u = 0, v = 0, essendo costanti (nulle) sulle due superfici per
ogni x e y; allora per 'equazione di continuita anche ,W = 0a z = +L/2. Nel caso di superficie
libera le cose sono leggermente piti complicate: I'interfaccia libera infatti pud muoversi libera-
mente. Essa in generale ad ogni istante € di equazione z = d +¢(x, y, ), dove ¢ & supposto esse-
re infinitesimo come le sue derivate e d = +1. Il versore normale alla superficie libera € quindi
n=(—0x¢,—0y¢,1) —L__~e,—Véal primo ordine. Essendo libera la superficie inoltre, lo sforzo

V1+|VE?

totale S;;n; dovra li esser nullo, ovvero:
0=—(P+p)lz=d+eni +N0iuj+0;ui)lz=a+enj=
= (P+P)lz=d+e0i3 — Plz=a+e0i§ +n0iuj+0jui)l=aq+¢0 j3 =

~ —Pl;=q6i3—VP|=q66i3— plz=abiz + N0 w +0,U;)|z=a

avendo in prima approssimazione sostituito il vettore tangente al primo ordine, e alla seconda si
sono fatti gli sviluppi di Taylor delle quantita P + p e 0;u; intorno a d e si son trascurati i prodotti
di derivate o perturbazioni. Ma per ipotesi, essendo P la pressione del flusso base che ¢ lo stato
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di quiete e quindi con superficie libera completamente piana, sara P(d) =0 e VP|,-4 = p(d)g =
po(1—a(T|,=4 — T;))g. Allora sostituendo tutto, e osservando che anche « ¢ infinitesimo e quindi
il prodotto a¢ va cancellato:

0~=00860i3— Pplz=q0iz3+n0;w+0zu;)lz=q4 (1.11)

Per i = 1,2 otteniamo 0 u +0yw = 0,v +0,w = 0 a z=d. La terza componente della (1.11) non &
utilizzabile come condizione al contorno, poiché contiene le quantita ignote ¢ e p; essa da:

1 1
E=—(p-2n0,w)~ —(p—2nd,w)
ng N0, Pogp no;

da cui si nota gia che ¢ ¢ infinitesima, perché proporzionale a quantita infinitesime. In variabili
adimensionali, dividendo ¢ per la lunghezza tipica L:
al'L(p
=— (£ -20.w)
d Ra (Pr £
Ne consegue cioe che per Ra non infinitesimi, in variabili adimensionali ¢ risulta addirittura di
ordine di infinitesimo superiore, poiché prodotto di infinitesimi (il coefficiente a che moltiplica
p o 0, w); allora ¢ lecito porre ¢ = 0 al primo ordine, risultando cosi nulle anche tutte le sue de-
rivate: si conferma cosi a posteriori 'assunzione iniziale, garantendo la consistenza interna nella
formulazione delle approssimazioni effettuate. In particolare, alla superficie libera ad ogni istante

N dé&(xo,V0,1) .. . .. R .
ew= dzg‘f’” = & ;ty 2 in descrizione lagrangiana, dove xj e yp sono le posizioni di riferimento

per le particelle fluide tali che all’istante t sono in posizione (x, y, d + ¢); allora in rappresentazione
eulerianae w|,-q+¢ = %flz:dﬂr =(0;+V-V)¢,—q+¢, maessendo ¢ = Orisulta w|,—4 = 0. Avendo che
w e nulla per ogni x e y a z=d, a questa quota 0w = d,w = 0, quindi per le condizioni precedenti
abbiamo li 0,u = d,v = 0, e sostituendo nell’equazione di continuita derivata rispetto a z rimane
02w = 0. Tutto cio, valendo per ogni x e y, vale anche per W. Introduciamo ora il seguente

Teorema 1.3.2 (Pellew, Southwell). Per il sistema di stabilita lineare del problema di Benard (1.9),
le perturbazioni con fattore di crescita Smw = 0 hanno ancheRew = 0.

Dimostrazione. Moltiplichiamo la prima delle (1.9) per la temperatura complessa coniugata 7* e
integriamo su tutto lo spessoreinz tra—1/2 e 1/2:

1/2 s 12 __
f T (-05+ k" —iw)Tdz= Wtrdz
-1/2 -1/2

Integrando per parti e sfruttando che la perturbazione della temperatura, e quindi la sua comples-
sa coniugata, si annullano agli estremi:

1/2 1/2 /2
f (10,7 +K»dz-iw f IT1%dz = Wi*dz (1.12)
-1/2 -1/2 -1/2

D’orain poi per snellire la notazione, indicheremo i due integrali a primo membro rispettivamente
I e Iy, e si ha I, Iy = 0. Similmente, moltiplichiamo la seconda delle (1.9) per W*, integriamo
sullo spessore del fluido, e integriamo per parti due volte, sfruttando poi che agli estremi W e,
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rispettivamente nel caso di parete fissa e superficie libera 8, W o W, si annullano cosi come i
loro complessi coniugati:

V2 __, 2 AP 21N Ti7
f W (OZ—K +E)(6Z—K)Wdz:
-1

V2 r e ) iw T2 2.2 IO =5
:f IOZWI + (2K — —)|0, W]+ K (K- — —)|W|
~1/2 Pr Pr

1/2 ~ ~ ~ iw (12 ~ ~ 12 __
:f [102W)? +2K*10,WI* + KW |*| dz— Ef [10.W* + K*|W|?| dz = KZRaf W*Tdz
-1/2 -1/2 (1.13)
Anche qui indicheremo per semplificare la notazione i primi due integrali al membro di sinistra
dell’'ultima riga con Jy, Jo, rispettivamente, anche qui positivi. Moltiplicando la (1.12) per K?Ra e
sottraendole la (1.13):

2 L2 lw*
K Rall—]l—le ROZI()—P—]()ZO
r

La parte reale e immaginaria di questa danno:
2 93 2 1 2 1
K*Raly = Jy + 3mw(K*Raly = -~ Jo) =0 —Rew(K Raly+5-Jo) =0
r r

Lequazione di sinistra dice che, dovendo essere Pr > 0, per Ra < 0 & necessariamente Smw < 0,
cioe il flusso € sempre stabile perché le perturbazioni decrescono esponenzialmente nel tempo.
Questa situazione si puo avere solo se I' < 0, a > 0, cioé se la temperatura della superficie superiore
e superiore a quella della superficie bassa, oppure se I' > 0 ma a < 0, cioe il fluido si dilata raffred-
dandosi, come avviene per 'acqua trai0°C e 4°C. Se invece si € nella situazioneI',a >00T,a >0,
Ra > 0 e dall’equazione di destra abbiamo che Rew = 0,e questo in particolare varra anche quando
Smw =0. O

Da questo teorema, sappiamo quindi che per cercare i punti neutri nello spazio dei parametri,
possiamo porre w = 0 nella (1.10): .

3__ _
(62— K?) W(2) = —RaK* W (2) (1.14)

essendoci ricondotti cosi ad un problema agli autovalorie la condizione al contorno che contiene
Pr diventa (0? - KZ)ZW = 0. Questo mostra come Pr non influisca sulla curva neutra del siste-
ma. Inoltre, sappiamo che lo stato neutro € stazionario, poiché & completamente inibito il fattore
oscillante nel tempo wt.

Riepilogando le condizioni al contorno, cioe W= OZW = (62 - KZ)ZW = 0 per la parete fissa e
W= Oiw = (0? — KZ)ZW = 0 per la superficie libera a z = +1/2 affrontiamo ora varie condizioni al
contorno.

* Superfici entrambe libere. E’ il caso piu semplice risolto analiticamente da Rayleigh. Sep-
pur irrealistico esattamente, si riesce a realizzare approssimativamente in laboratorio. Ray-
leigh suggeri di cercare prima un set di funzioni che rispettasse le condizioni al contorno, e
poi di imporre 'equazione di stabilita. Un sistema ortonormale di funzioni che si annulla-
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no a z = +1/2 sono i seni e i coseni; dovendo annullarcisi anche le derivate seconde , solo
i coseni cosnmz, con n naturale non nullo, sono ammissibili. La condizione sulla derivata
quarta e automaticamente soddisfatta. Imponendo che questo soddisfi 'equazione di sta-
bilita (1.14) otteniamo Raz(”z”;—ZKZ)S
dell’operatore, ognuno con una legge Ra(K), ma il critico sara quello minore, cioe per i=1.

, con Ra; <Ra;;;. Abbiamo quindi diversi autovettori

Per trovare il K che da il punto di minimo della curva, data I'invarianza per riflessioni lungo
X, possiamo trovare il minimo rispetto a K?:

dRa _ . _ 3m*K??  (tKH?
ak? ~  K? K*

soddisfatta, scegliendo solo i K? positivi perché K & reale, da K? = n2/2, che inserito in Ra(K)
da Ra =2 n* ~ 656.

Pareti entrambe fisse. Lequazione caratteristica associata alla (1.14) & (A> — K?)3 = —RaK?,
che ha 6 soluzioni A(K) tutte differenti e complesse coniugate a coppie, di cui due puramen-
te immaginarie (+iA) e le altre opposte in segno (+ 1, +1%) . Dalla teoria delle equazioni dif-
ferenziali lineari a coefficienti costanti, sappiamo quindi che le soluzioni della (1.13) sono
della forma Z?:l a;e’?, ma per quanto detto sulla forma delle radici della (1.14) si possono
scrivere come ¢; sing/2+ ¢3sinh A/2 + c3sinh A* /2 + ¢4 cos Ag/2 + ¢5 cosh A/2 + cg cosh A ¥ /2,
cioé somma di termini tutti a parita definita, com’era logico aspettarsi dato che la (1.14) e
invariante per riflessioni dell’asse z.

Imponendo le condizioni ai bordi per la generica soluzione, otteniamo un sistema lineare
per i 6 coefficienti ¢; del tipo 2. Mijc;=0:

sin /170/1 sinh % sinh ’12—* . cos %/1 cosh % cosh %*
A cos 70 Acosh % A* cosh /17 —Agsin 70 Asinh % A* sinh /17
(/16+K2)sin% (AZ—KZ)sinh% (A*Z—Kz)sinhg (A6+K2)cos% (Az—Kz)cosh% (/I*Z—Kz)cosh’lz—*
—sin Ao —sinh 4 —sinh 4" cosh 4 cos Ao cosh 4"
2 2 2 2 2 2
* *
—Agcos % 77Lcosh% 7A*cosh’17 - sin% /lsinh% A* sinh%

Ao

~(A2+KYsind —(A2-KHsinhd  ~(A*2-KYsinhAL A2+ KDcosA  (A2-KHcoshd  (A*2-K?)cosh AT

che per non ammettere soltanto soluzioni banali richiede I'annullamento di DetM. Essen-

. A B o . . .
do M del tipo 4 Bl poiché sommare e sottrarre righe a una matrice non ne cambia il

determinante, si puo ricondurre alla forma a blocchi per la quale la condizione di

2B
annullamento del determinante & DetADetB=0, cioe le soluzioni di DetA=0 U DetB=0 e poi-

ché il minore A riguarda solo le soluzioni dispari e B le pari, segue che si hanno due relazioni
indipendenti per le curve neutre e due famiglie corrispondenti di autofunzioni distinte dalla
loro parita. Da questa condizione si ottengono, necessariamente tramite approcci numeri-
ci, varie curve per altrettanti modi normali pari e parallelamente altre per dei modi dispari.
Dall’analisi numerica risulta che il primo modo a diventare instabile ¢ il I pari: cio accade a
K =3.117 e Ra, = 1708, nel senso che da Ra> Ra,, esiste sempre almeno un modo instabile.
Questo e in totale accordo con le osservazioni sperimentali. Un grafico qualitativo della cur-
va neutra del I modo pari e del successivo rispetto ai K che diventa neutro, il  modo dispari,
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€ mostrato nella seguente figura.
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* Superficie superiore libera e parete fissa in basso. Si tratta dell’esperienza di Benard. Que-
sto caso si affronta nella stessa maniera di quello appena visto. I calcoli sulle condizioni al
contorno per i coefficienti portano a un insieme numerabile di curve Ra(K) delle quali quel-
la associata al I modo e qualitativamente simile a quella del I modo dispari della situazione
precedente. Essa inoltre risulta contenere anche in questo caso il Ra piu basso a quale av-

viene instabilita, che & 1101 e corrisponde a K=2.682. 1l valore critico Ra, = 1101 & in forte
accordo con le osservazioni sperimentali.

Merita di esser discussa brevemente la situazione in cui Ra=Ra,, e sperimentalmente per i Ra
di poco superiori a quello critico, poiché i fattori di crescita dei modi instabili son molto piccoli e
il flusso & di fatto stabile. Supponiamo di essere solo in due dimensioni, diciamo x e z. La velocita
v, essendoci il fattore e!(K*~¢? sj annulla periodicamente lungo x oltre che sulle eventuali pareti.
Per tali x, anche w sara nulla per ogni z, e nel loro intorno avviene un cambiamento di segno di
tutte le componenti della velocita. A quota z=0, € w=0 per i modi dispari, e in quell'intorno si ha
un cambiamento di segno lungo z di W(z); per i modi pari invece, nei punti x che non annullano
la parte oscillante, a z=0 c’¢ un massimo per il modulo di w, poiché la derivata prima di W(z) &
dispari e quindi in 0 deve annullarsi. Nei punti dove w si annulla e cambia segno, le particelle
fluide vanno in velocita uguale e opposta, creando una compensazione nella corrente di massa.
Mettendo insieme queste considerazioni, abbiamo un particolare delle linee di flusso dei moti
convettiviper le x in cui u si annulla, rappresentato nella seguente figura.

modo pari modo dispari
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Un’analisi dettagliata dei moti convettivi nel problema di Benard occuperebbe troppo spazio
e viene qui omessa. Se studiassimo la forma delle equazioni anche per la componente u, otter-
remmo che le linee nel piano x-z in figura si completano formando delle linee di corrente chiuse,
in cui le particelle fluide seguono un moto periodico. Inoltre il flusso sarebbe suddiviso in celle
convettive delimitate dal fatto che da esse non esce fluido e ai loro bordi w=0. Naturalmente quel-
le pit1 importanti, che si vedono sperimentalmente, sono le celle attribuite al I modo pari, poiché
per Ra=Ra, e I'unico che non decade esponenzialmente nel tempo secondo la nostra analisi. Le
celle convettive possono essere rettangolari o quadrate (come facilmente intuibile dalla figura)
con linee di flusso anche circolari, contenute all’'interno dei quadrati stessi. Tuttavia cio non deve
ingannare: noi abbiamo ottenuto che tutti i modi con K?%= kfc + ki hanno la stessa stabilita, ma la
forma del flusso stazionario che si ottiene a Ra, dopo che i modi stabili son decaduti nel tempo
e differente in tre dimensioni a seconda di come viene scomposto K nelle due direzioni x e y. La
trasformazione che ci ha permesso di ricondurci a 2 dimensioni era una rotazione degli assi, quin-
di cio che abbiamo detto fin ora riguarderebbe una sezione lungo una direzione nel piano x-y dei
moti convettivi completi. Una discussione dettagliata di cio & presente in [11]. Ci limitiamo solo a
dire che in 3 dimensioni si ottengono delle celle convettive a sezioni quadrate o rettangolari analo-
ghe a quelle citate sopra, con all'interno anche dei cilindri convettivi; oltre a queste, si ottengono
anche delle celle convettive che nel piano x-y hanno forma esagonale, e sono quelle che si vedono
maggiormente nell’esperienza di Benard. Tutte queste celle hanno la proprieta di poter riempi-
re periodicamente lungo il piano x-y lo spazio delimitato dai due contorni. Naturalmente nella
realta questa simmetria per traslazioni é rotta dall'impossibilita sperimentale di avere uno strato
infinito di fluido che introduce degli effetti di bordo e dai termini non lineari che per Ra crescenti
superiori a quello critico diventano non pil trascurabili e portano a un regime di transizione alla
turbolenza, in cui le simmetrie tendono a esser rotte.

1.4 1l caso euleriano

Studiare la stabilita lineare dei fluidi ideali ha diversi scopi e motivazioni. In primo luogo,
permette di valutare come il flusso si comporta nel limite nello spazio dei parametriin cui € con-
siderabile appunto non viscoso e incompressibile (nel caso newtoniano ad esempio, Re — oo €
|0;v jl < oo in modo da trascurare il termine viscoso). Inoltre, cio rende possibile studiare sepa-
ratamente la stabilita del flusso lontano dalle interfacce, in cui sono trascurabili in tale limite gli
effetti viscosi, e in prossimita delle interfacce, grazie alla teoria dello strato limite di Blasius, di
cui noi non ci occuperemo pero in questa sede, dove si tiene conto della condizione di aderenza
alla parete del fluido e quindi degli effetti viscosi, unendo poi le due soluzioni opportunamen-
te. Cio e giustificato dal fatto che, come vedremo nel seguito, per un flusso euleriano emergono
notevoli proprieta circa la sua stabilita lineare verificabili in maniera molto semplice. Infine, tale
analisi permette di capire tramite confronti qual e il meccanismo fisico o matematicamente quale
termine delle equazioni di Navier-Stokes e responsabile della stabilita o meno di un certo flusso.
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1.4.1 Ruolo del termine advettivo nella stabilita

Consideriamo le equazioni del moto per un fluido ideale prive del termine advettivo. Le equa-
zioni per le perturbazioni diverrebbero allora:

V-v=0
atV + Vp =0
Si noti come sia scomparsa la dipendenza dal flusso base. Applicando il teorema di Squire, poiché
un fluido ideale & un caso particolare di fluido newtoniano con viscosita nulla, si giunge per i modi
normali in luogo delle (1.6) alle:
iku(y)+v'(y) =0
—ikcu(y)+ikp(y)=0 (1.15)
—ikcv(y)+p'(y) =0
Sostituendo u con v’ nella seconda utilizzando la prima e derivando la relazione risultante per y si

ha:
cv"(y)+ikp(y) =0

Se inoltre si moltiplica la terza per per —ik e si somma alla precedente si ottiene:
c(@" () -k v() =0
Se ¢ # 0, mettendo a sistema con la prima e la seconda delle (1.7) si ha infine:

V()= k*v(y) =0
iku(y)+v'(y)=0 (1.16)
—cu(y)+p(y)=0

Questo sistema quindi ha le stesse soluzioni delle (1.7): siricava v risolvendo la prima equazione
differenziale e poi si sostituisce nelle altre per avere u e p. E’ evidente quindi come cio sia possibile
per ogni valore di c: non e presente alcun vincolo c(k). La presenza di un’eventuale relazione di
dispersione per le perturbazioni infinitesime e allora causata, per un fluido ideale, proprio dal
termine non lineare advettivo, che & il solo a dipendere dalla forma del flusso base nelle relazioni
per i modi normali (1.6).

Puo succedere poi che un flusso abbia un determinato comportamento per il caso euleriano e
questo cambi quando si ammettono i termini viscosi. La viscosita per tali flussi ha quindi un ruolo
determinante. Consideriamo come esempio i flussi di Couette (quello che si forma tra due piani
in moto relativo), Poiseuille (tra due piani fermi in presenza di un gradiente di pressione lungo la
direzione del moto) e Blasius (flusso viscoso in un semispazio). I valori critici sono riportati nella
seguente tabella e sono presi da [2]. Tutti e tre i flussi sono stabili nel limite euleriano. Dai calcoli
effettuati aggiungendo i termini viscosi pero risulta che solo il flusso di Couette lo rimane, mentre
gli altri sopra un certo numero di Reynolds critico perdono la stabilita: per tali flussi quindi e la
viscosita che ha un ruolo destabilizzante. Naturalmente &€ importante sottolineare ulteriormente
che siamo nel regime di perturbazioni infinitesime: infatti dalle osservazioni sperimentali € noto
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che anche il flusso di Couette ¢ instabile ad alti numeri di Reynolds, diventando turbolento: I'in-
stabilita di questo flusso e da ricercare nelle perturbazioni di ampiezza non infinitesima, che non
permettono di trascurare i termini non lineari delle equazioni di stabilita, oppure in problemati-
che sperimentali come la dimensione non infinita delle lastre piane. Analogo discorso vale per il
flusso di Poiseuille, per il quale la transizione avviene gia a Re = 2510, valore confermato da alcuni
calcoli che tengono conto degli effetti non lineari [1].

.
(a) flusso di Couette (b) flusso di Poiseuille (c) flusso di Blasius
euleriano ‘ viscoso euleriano ‘ viscoso euleriano ‘ viscoso
stabile ‘ stabile stabile ‘ Re. 5772 stabile ‘ Re. 519

1.4.2 Criteri di Rayleigh e Fjortoft

Riprendiamo le (1.6). La prima di queste, ovvero I'’equazione di continuita in due dimensio-
ni per u e v, che ovviamente antitrasformando & d,u + d, v = 0, suggerisce che il campo (u, v) sia
solenoidale e quindi ammetta potenziale vettore, che in questo caso ha solo la componente z e
quindi e equivalente a una funzione scalare, detta funzione corrente. Indicandola con Z(x, y, £),si
ha allora u = GyE e v = —0,EZ. Avendo scomposto poi le perturbazioni u(x, y, t), v(x, y, t) nel-
itkx=0D 35y, k,w)e!**=@D si ha che per tali modi normali
Zx, 0 = [y kwdye* 9D ¢ f(x, k,w) = %ﬁ(y, k,w)e!®*=@D 4 o(y k, ), cioé confrontan-
do possiamo scrivere anche la funzione corrente in modi normali E(y, k,w)elk*=o) stante che
f u(y, k,w)dy = i,;ﬁ(y, k,w) che soddisfa la prima delle (1.6). Da cio otteniamo che & = ayi e
Uv=—ikZE.

Derivando rispetto a y e dividendo per i k l1a seconda delle (1.6):

le componenti di Fourier u(y, k,w)e

_ i i_ S U _
0y +(U = )0y li— (0, M (0, 1) - Eu@iU: ~0, P+ @[aiu— k?0, ]

Sottraendo da quest’ultima la terza delle (1.6) si elimina p:

- _ 1 i A2 13~ A3 -
—ik(U—c)v+uGyU+(U—c)ayu—%(éyfi)(ayU)—%Uaf,U: [-ik050+ik’T+05 10— k>0, ]

ikRe

Richiamato che &1 = 0,Z e v = —ikE, si sostituiscono queste due per ottenere un’equazione con-
tente solo =:

~ ~ ~ ~ 1 ~ ~ ~ ~
~AU=Z+0,D)0,U)+ (U= )0)5-(0,Z) 0y V) ~E0yU = —— [-k*0,E+ k'Z+0) 2~ k"0, Z]
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(U—c)(aif—kzi)—iaiU— [04“—2k202 +k*Z) (1.17)

zk Re

La (1.17) & un’equazione differenziale lineare complessa a coefficienti non costanti nota come
equaczione di Orr-Sommerfeld, e permettere di risolvere il problema di stabilita lineare per un
fluido viscoso newtoniano piano, parallelo e incompressibile, insieme alle adeguate condizioni
al contorno. Ad esempio, per 'adesione ad un'eventuale parete piana a una certa y (ovviamente
solo le pareti o le interfacce piane possono permettere un flusso parallelo lungo x), la condizione
di annullamento di v, e quindi di 7 = —ikZ, si traduce in Z| y=y =0, mentre quella di u, e quindi di
u= Oyi, diventa 6y§| y=7 = 0. Caso particolare di quest'equazione ¢ il caso euleriano, che porta a
quella che & nota come equaczione di Rayleigh:

(U—c)(aii—kzi)—iaiUzo (1.18)

In questo caso, ricordiamo che la condizione su una parete non e pil1 di adesione ma semplice-
mente di perpendicolarita, quindi per una parete a un certo y si ha semplicemente che li si annulli
v, ciog E| y=y = 0. Patologia di quest’equazione differenziale, a differenza della precedente, & che
per gliy tali che U(y)=c '’equazione si abbassa di grado. Pertanto, se si vuole effettuare una sorta di
teoria dello strato limite ad alti Re, unendo poi le soluzioni non viscosa e viscosa fuori dallo strato,
bisogna tenere conto anche delle vicinanze a questi strati critici a y costante per questo proble-

a [1,2]. Non occupandoci di cio, utilizzeremo la (1.18) per andare a dimostrare due importanti
condizioni necessarie di instabilita per un fluido ideale. Per quanto riguarda il flusso di Couette,
ovvero il flusso per cui af,U =0, la (1.18) diventa un’equazione banale del secondo ordine risolta
da E = ¢;e*Y + c,e *¥; mala condizione che Z = 0 sulle due pareti implica = = 0. 1l flusso pertanto
& sempre stabile a livello lineare nel limite euleriano.

Teorema 1.4.1 (Criterio di Rayleigh). Condizione necessaria per l'instabilita di un flusso piano,
parallelo e ideale del tipo (U(y),0,0) di classe C? compreso tra due pareti, e che Of,U (y) cambi segno.

Dimostrazione. Riscriviamo 'equazione di Rayleigh (1.18) nella forma

FE-KE-——E0U=0

U-c
dove ovviamente abbiamo considerato i modi instabili, per i quali avendo c parte immaginaria &
senz’altro U-c# 0. Moltiplicando per Z* e integrando tra i due bordi ¥, ey, tenendo conto delle
condizioni al contorno illustrate in precedenza si ha per il primo addendo

f?z
y

1

= @Edy=E 0,57 - [ 0,590,5dy=- [ 10,504
= Oy= ==l ) y=lay yy—y

1

e quindi
Vaolzo 2=
—f_ 10,E1* +K*IEP)dy - | 2Udy=0 (1.19)
Y1 Y1 U-
Riscrivendo Ul_ - Ig il la parte immaginaria della (1.19) da:
Qme) | ——IEP&Udy=0 (1.20)

7, IU U —cf2
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Questa condizione deve valere per ogni velocita di fase c; se sono quindi presenti modi instabili
in cui Smc > 0, si deve per forza avere un cambio di segno in Of,U nell’intervallo considerato, che
implica, data la continuita della derivata seconda, o che sia ovunque nulla o con almeno un punto
in cui si annulli. O

Risulta quindi chiaro ora come mai i flussi di Poiseuille e Blasius siano stabili nel limite eule-
riano: il profilo del campo di velocita non presenta flessi, ovvero punti in cui la derivata seconda
si annulli e cambi segno. 1l flusso di Couette ha ovunque 6§U =0.

Una condizione piu forte e il

Teorema 1.4.2 (Criterio di Fjortoft). Condizione necessaria per Uinstabilita di un flusso piano, pa-
rallelo e ideale del tipo (U(y),0,0) di classe C*> compreso tra due pareti & che (U — U f)aiU <0
in qualche punto del dominio del flusso, indicando con Uy il valore assunto dalla velocita dove
02U =0.

y

Dimostrazione. Prendendo la parte reale della (1.19) si ha:

Y2 U—gﬁeC - 2 ~ ~
f_ W|5|20§Udy= —f_ (10,E1° + k*E)dy <0 (1.21)
Y1 - N1

avendo escluso il caso Of,U = 0 ovunque che implica Z = 0 e in generale quest’ultima soluzione
nulla. Dalla (1.20) si ha inoltre:

(Sﬁec—Uf)f 2|_|202Udy 0
y, [U~-cl
Sommando quest’ultima alla (1.21) si ottiene

RU-Up _,
fle |2I_I ayUdy<O

1

e cio implica che da qualche parte si deve avere |_|262 U<o0 O

IU CI2

Non e difficile trovare esempi di flussi ideali che soddisfino il criterio di Rayleigh ma non quello
di Fjortoft. Un esempio ne € U(y) = tanh y compreso tra —% e +%. C’é si un flesso in y=0, dove pe-

raltro U=0, ma la derivata seconda & negativa esattamente dove anche la velocita lo €, e cosi anche
per l'intervallo dov’e positiva: allora ll(]] e |_|262U = 0, e il criterio di Fjortoft non & soddisfatto,
implicando facilmente che un tale flusso eulenano € sempre stabile.

Quelle illustrate sono come detto, condizioni necessarie e non sufficienti per 'instabilita di
un flusso con le suddette caratteristiche. Per completezza, segnaliamo brevemente che esistono
analoghi teoremi che danno delle condizioni sufficienti per la stabilita di un flusso viscoso riguar-
dante I'’equazione di Orr-Sommerfeld delimitato tra due pareti; non rientrando nell’ambito di cio
che andremo a vedere in seguito, ci limitiamo a indicare in [11] un riferimento bibliografico in cui
trovarne un’esauriente di trattazione.
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1.5 Casi non newtoniani

1.5.1 Leequazioni di stabilita lineare per fluidi shear-thinning di Carreau-Bird

Avendo illustrato come ottenere le equazioni di stabilita lineare per un fluido newtoniano, vo-
gliamo utilizzare lo stesso metodo per altre classi di fluidi. In particolare, consideriamo qui i fluidi
shear-thinning di Carreau-Bird?, rimanendo sempre nell’ambito di flussi paralleli, piani e a densi-
ta costante. Per quest'ultima ragione, 'equazione di continuita rimane ancora valida, mentre dob-
biamo partire dalle nuove equazioni del moto per quanto riguarda la conservazione della quantita
di moto. Conviene utilizzare la notazione tensoriale. In coordinate cartesiane:

1 i F;
8,V + V0,V = —;aip+2a,- [(uw+ (1o — Hoo) 1 +4A2D; 1 D; ) zl)D,-j] + ;‘ (1.22)

in cui abbiamo introdotto le viscosita cinematiche py e . Le equazioni possono essere quindi
molto complicate, ma per un flusso del tipo sinora considerato possiamo arrivare a un’espres-
sione un po’ pill semplice. Innanzitutto, notiamo che per un flusso del tipo V = (U(y),0,0), si
ha D;;D;; = %(ay U)?. Indipendentemente da cid passiamo a variabili adimensionali utilizzando
f:= LI;TLp’ i due numeri di Reynolds Rey = %, Rexo = % eil numero di WeissenbergWi:UT’l, che rap-
presenta fisicamente il rapporto tra la costante di tempo della risposta del comportamento non
newtoniano del fluido e un tempo caratteristico del flusso stesso. Se u € la viscosita cinematica
apparente, si ha allora 0;[u(0;V; +0;V;)] = (0;w)(0;V; +0;V;) + u(0;0;V; +0;0;V;), ma il termine
proporzionale alla divergenza di V; puo esser cancellato in quanto il fluido € incompressibile. In
definitiva allora si ha:

n-1
2

0P =

1 1 2 25
——— o, (1+2wW ? -
(Reo Rem)ay( +2Wi20,U)%) ]ayu

1 1 1 ,
(— - —) (1+2Wi%©0,0)%)

— 02U +
Res \Rey Reo yUtlx

0yP=fy

Per giungere alle equazioni di stabilita lineare bisogna perturbare P e V della (1.22), poi come al
solito linearizzare nelle perturbazioni infinitesime,sottrarre il flusso base e infine sostituire i modi
normali.

Come prima osservazione, notiamo che solo la parte attribuita allo sforzo viscoso & differente
dal caso newtoniano, percio considereremo solamente quella nel calcolo, per poi aggiungere gli
altri termini gia noti dalle equazioni di stabilita lineare dei fluidi newtoniani alla fine. Anche qui
i campi di forze di volume esterne si cancellano e non partecipano alle proprieta di stabilita. In
secondo luogo, notiamo che una volta sostituite le grandezze perturbate, comparira una viscosita
apparente nella forma

n-1
2

Hoo + (o — Hoo) (L +4A%(D; + di j)(Dyj + d; )

dove d;; ¢ il tensore di velocita di deformazione composto dai termini che perturbano la velocita
quindi esso stesso infinitesimo dello stesso ordine delle perturbazioni. E’ chiaro che questo ter-
mine non puo essere linearizzato semplicemente trascurando i prodotti di perturbazioni, per via
dell’esponente. Lidea e allora quella di effettuare uno sviluppo di Taylor al primo ordine del tipo

25 rimanda all’Appendice B per una breve illustrazione dei modelli pit1 significativi di fluidi non newtoniani.
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) N
M= ;=0 + Wlfj Idij:()d,-j +0(d;;d;j). Facendo questo si ottiene

n-1
2

n-1 23
[ = foo + (o — teo) (1 +4A°D; ;D ) +8ﬂ2(H0—Hoo)T(1+4/12DijDij) > Dapdap+O(dapdap)

che, scritto in termini delle velocita, diventa

n-3
2

n-1 -1
oo + (Ho = Hoo) | (1 +24%(8,U)?) 2 +4”TA2 (1+2A2(0,10)%) 2 (8, U)(@yu+0xV)
Utilizzando questa espressione linearizzata della viscosita apparente, si calcola la componente
Ty =20 [0x(u+ U]+ Oy [0xv + 0y (U + u)] + (0,u) [0x w + 0, (U + u)] + ,uVZ(U+ u) della forza
viscosa, si trascurano i prodotti di perturbazioni o loro derivate, e si sottrae poi la componente x
della forza viscosa del flusso base. Si ottiene:

X 1 1 . n=3
tx:2(—1+n)W12(6yU)(R—eO—@)(1+2W12(6yU)2) 2 {3(6§U)(ayu+axu)+
2o 2(=3+mWi?(0,U)*05U 0y u+0xv) JR (1.23)
+ + + + .
010y 1+2Wi2(d,U)? 0y U100y

1 1 1 1
+ (— + (— - —) (1+2Wi?(©0,0)%) 2 )Vzu
Res Rey Rey

Operazioni analoghe vanno fatte con la componente Ty = (0,u)[0y (1 + U) + 05 v] +2(3,u) [0, V] +
@) [0y w +0,v] + pV?v

_ 2 2 1 1 2 2\

ty—4(—1+l’l)W1 (OyU)(ayU) (R—eo_@) (1 + 2Wi (OyU) ) ayU+

+ L+(L—L)(1 +2Wi%(@d U)Z)"T_l)vzw (1.24)
Rew \Reyg Res Y

+2(~1+ m)Wi? (@, U)?

1 1 .2 o 52 2
- _@) (1+2Wi@,U)) T 00,1 +020)

e per la componente T, = (0,u)[0(u+ U) + 0y w] + (Oyw)[0,v +0yw] +2(0,1)[0, w] + uvZw

1 1 n3
t;=2(-1+ mWi*(0,)(5U) | =— — =— | (L +2Wi*(8,U)*) 2 (B v+0,w)+
Y7 \Rey Rewo
(1.25)
+|o—+|=——-=—| (1 +2Wi?©6,1)?) 7 |V’w
Reso Rey Rey

E’ molto semplice controllare anche ad occhio che per n=1 o Wi=0, la forza viscosa diventa RLEOVZV
come nel caso newtoniano, dove quindi py = ; anche se Reg=Re, siriottiene il limite newtoniano,

con feo = M.

Non resta ora che sostituire alle perturbazioni nelle (1.23-24-25) i modi normali soliti del tipo
f,y,2,1) = f( y)ei(kxx+kzz_“’ B ricordando che anche k e w sono adimensionalizzati tramite U e
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L. Si arriva cosi a:

1 1 n=s
tx:2(—1+n)WizU”(§—ﬁ)(1+2Wi2U’2) 2 Uik, U+ 1)+
0 0
1 1 ns
2ik, (=1 + n)Wi? (§ - v) (1+2wWitU"%) 2 (U'U" +2WitURU") o+
0 0
1 1 1 2712\ 5 2~ 12~
e R~ R (1+2WicU"?) 2 |(—kiu—k;u+u")+
€oo €o €0

1 1 ns
+2(=1+ n)Wi? (R— - R—) (1+2WitU"?) 2 {@'(U'U" +2WitURU") + U’ [ik, U' D' + 2i ke, Wi U 9"+
€o €0

+(iky D+ TYU" +2(=2+ MWt U (ik, 0+ @)U + U@ +2Wit U "]}

(1.26)
2 1 1 22\ 5 o~
ty = —2ky(-1+ n)Wi U Ror  Roo (1+2Wi*U™) % (kyv-iu)+
0 00
-2 1 1 -2 /2"—_3 17!l =1
FACLEmWIT| o = o (1+2wi*U”) 2 U'U"v'+ (1.27)
€o [2%)
1 1 1 22V 12 12
S Il o (1+2WicU"?) 2 |[(ks+ k)T -0")]
€00 e €00
217 77! 1 1 +2 /2n—73 . ~
t,=2(-1+nWi‘U'U Ror  Roo (1+2WiU") 2 (ik,v+ w')+
0 00
1 1 1 22V 02 L 12 (128
+ —g— R_eo_ﬁ (1+2Wl U ) [(kx+kz)w—w )]
o0 (o)

dove il " indica come solito la derivazione rispetto a y Si noti anche qui come per i suddetti casi
limite si riottenga I’espressione della parte viscosa dei modi normali nel caso newtoniano.

Le equazioni complete di stabilita lineare per il fluido di Carreau-Bird sono quindi

ik U(y)+ 0 () + ik w(y)=0

—iwu(Y)+ U ) + ik, U UWy) +ikep(y) — tx(y) =0
—iwU())+ik U TQ) +P () —1,(3) =0

—iww)+ik U)Wy +ik,p(y)—t;(y) =0

(1.29)

tenendo conto delle (1.26-27-28). Il sistema & estremamente complesso come si puo vedere, e
I'unico modo per ottenerne una soluzione non resta di fatto che 'approccio numerico.

Notare che, a differenza del caso newtoniano dove la seconda equazione dipende a solo da v,
qui tutte le equazioni dipendono da pit di una componente della velocita della perturbazione in
diverse combinazioni. Questo ha conseguenza che non & possibile effettuare nessuna rotazione
che trasformi le equazioni di stabilita in una versione equivalente bidimensionale, in altri termini
non & possibile estendere il teorema di Squire per questi fluidi. Cido non deve sorprendere: in

generale, tranne pochi casi, non e possibile estendere il teorema di Squire a fluidi non newtoniani,
come visibile in [9].
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1.5.2 Leequazioni di stabilita lineare per fluidi shear-thickening

I fluidi shear-tickening risultano avere una caratterizzazione un po’ pilt semplice, almeno per
quanto riguarda le equazioni di stabilita lineare. Difatti, essi hanno una relazione costitutiva del
tensore degli sforzi simile al modello di Carreau-Bird, dove si pone pero i = % =0, e da qui

{o¢]

ne consegue la semplificazione consistente nel fatto che la stabilita dipende da un parametro in
meno. Il numero di Reynolds & uno solo, Re:%. Naturalmente il comportamento sara molto

diverso, perché il range della variabile n e esattamente il complementare del caso shear-thinning.
Comungque, il sistema di stabilita € sempre (1.29), dove pero

Wi? n3 1
ty=2(-1+n) U”R— (1+2WitU"?) 2 U'(i2k 0+ @) + v (1+2wWiU™)
e e

n-1
z(—kiu- KR+ )+
Wi?
Re
+(iky U+ @YU +2(=2+ m)WitU ik, 0+ @U" + U@ +2Wi U i"]}

n=5
+2(=1+n)— (1+2Wi*U™) Z {@'(U'U" +2WitURU") + U' [ik, U’V + 2i kW2 U 7'+

(1.30)

Wi?
ty = =2k, (1 + mU?=— (1+2WiU"?) 7 (k- iil)+
Re (1.31)

Wi? 13 1
+4(—1+n)R—l (1+2wWitU2) 2 — (L+2WitU?) T 10+ kDT - 7))
e e

n-3
2

n-1
2

Uu'y -

n-3 n-1
2 2

(k2 +Kk2) i — "))
(1.32)
Ovviamente nemmeno per questo caso € possibile estendere il teorema di Squire. E’ inoltre
banale riconoscere che anche qui, nel limite n=1 o Wi=0 si riottiene il caso newtoniano.

Wi? 1
ty=2(-1+ n)U'U”R— (1+2WitU"%) 2 (ik,v+ ') - = (1+2wWi%U")
e e
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Capitolo 2

I1 flusso di Kolmogorov

Definizione 2.1. Si supponga di avere un flusso bidimensionale compreso in una striscia di lun-
ghezza in x infinita e in y di larghezza 2nnL, n € N, con condizioni periodiche al contorno. Si
chiama flusso di Kolmogorov il flusso piano parallelo e stazionario avente espressione:

v= (Usin%, 0) @.1)

11 flusso di Kolmogorov & importante storicamente per essere stato uno dei primi flussi che
Kolmogorov stesso ha studiato per questioni riguardanti la sua teoria sulla turbolenza sviluppata
[3]; inoltre, come vedremo, la sua proprieta di periodicita delle condizioni al contorno permettera
di utilizzare approcci perturbativi che permettano risultati calcolabili in maniera esatta sfruttando
tale caratteristica.

Il nostro obiettivo e studiarne la stabilita lineare nel caso in cui il fluido sia non newtoniano,
in particolare shear-thickening o shear-thinning di Carreau-Bird. Le proprieta di stabilita lineare
per il flusso di Kolmogorov newtoniano sono state ben approfondite e capite da tempo, e verranno
richiamate brevemente in seguito.

Notare che il problema del flusso di Kolmogorov ¢ intrinsecamente bidimensionale, cioé non
esiste coordinata z. Dal punto di vista della stabilita lineare newtoniana, sappiamo che questo &
irrilevante per il teorema di Squire; nei casi non newtoniani, non potendo estendere quest'ulti-
mo asserto, la bidimensionalita diventa cruciale. Un flusso di Kolmogorov bidimensionale rap-
presenta comunque non di un artificio astratto, ma un flusso realizzabile e nel caso newtoniano
gia realizzato in laboratorio, ad esempio tramite sottili film di sapone [40]. L'argomento € invece
totalmente nuovo per quanto riguarda i fluidi non newtoniani.
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2.1 DLalgoritmo numerico per la stabilita lineare

Il nostro approccio numerico &, tramite un metodo alle differenze finite, convertire il sistema
(1.29) in un sistema matriciale, che verra poi risolto con metodi appositi molto semplici data la
linearita del problema.

Rimaniamo percio nella forma di sistema di equazioni differenziali, risolvendo in funzione di
velocita e pressione, piuttosto che ricondursi a una singola equazione per la funzione corrente
come si era fatto per il caso newtoniano(Orr-Sommerfeld). Infatti, nell’approccio alle differen-
ze finite di cui abbiamo parlato lineare, la comparsa di derivate di alto ordine come nella Orr-
Sommerfeld, dove giungono addirittura fino al quarto ordine, numericamente crea maggiori pro-
blemi di un sistema di equazioni differenziali di ordine piut basso. Nel caso non newtoniano poi,
la presenza di derivate di ordine superiore sarebbe ancora maggiore.

Riprendiamo il sistema (1.29), ridotto in due dimensioni:

0=ikeld(y)+70'(y)
iwl(y) =0(U () + ik U UQY) + ik p(y) — (1) =0 2.2)
iwv(y) =ik, Uy () + P () - 1,() =0

dove t in generale rappresenta la parte di sforzo viscoso considerata nel caso newtoniano o non.

Esso rappresenta un sistema di secondo ordine, in quanto nella parte viscosa compaiono " e 7".
Come si vede questo puo esser scritto come:

iwiq = Eq (2.3)
q ha come dominio R e:
~ . d
u(y) _ 00 0 _ iky iy 0
q=| 7y A=]1 0 0 B= iky
~ d
Py 01 0 a

con gli spazi vuoti nell'operatore B che vanno riempiti con le opportune derivazioni, eventual-
mente a coefficienti non costanti, per riottenere il sistema di equazioni considerato in partenza,
sia esso newtoniano o meno. L'equazione (2.3) & detta problema agli autovalori generalizzato: per
ottenere 'usuale problema agli autovalori, si dovrebbe avere A =1, mentre qui invece e addirittura
un operatore non invertibile. Comunque, lo scopo ¢ simile: trovare le w e gli autovettori q che
soddisfino le suddette equazioni, assegnati A e B. Naturalmente quest’ultimo dipende da k,, per
ogni valore del quale quindi si avra un diverso sistema di autovalori e autovettori.

Per completare la posizione del problema differenziale (2.3), mancano le condizioni al contor-
no. Come gia detto, nel flusso di Kolmogorov si pongono condizioni al contorno periodiche sulle
velocita e sulla pressione. Mostriamo che le periodicita necessariamente devono essere multipli
di quella del flusso base.

Sia T il periodo assegnato delle soluzioni tramite le condizioni al contorno. Allora la condi-
zione di periodicita si scrive q(y) = q(y+ nT), Vy € R, n € Z e deve necessariamente essere per la
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(2.3):

el =[] [, =[5

y+T

Ma A & una matrice costante, quindi, per la periodicita di q:

[iq]y = [4q I [?q]y = [Ba Jr (2.4)

B & costituito da coefficienti, che sono funzione diy esclusivamente attraverso il flusso base U(y),
che moltiplicano le derivate di q, anch’esse periodiche di periodo T come si vede calcolando il li-
mite del rapporto incrementale in ogni punto di una funzione periodica derivabile su tutto il suo
dominio. Dall’equazione di destra delle (2.4) segue allora che proprio per ognuno dei coefficien-
ti davanti alle derivate che compaiono in B, indicati genericamente come delle funzioni fo(y), si
deve avere necessariamente fp (y) = fp (y+ T). Questi sicuramente sono invarianti per traslazioni
y— y+2nnL, mapotrebbero anche avere periodicita minore: ad esempio, se comparisse un coeffi-
ciente U?( y),conU(y)=U sin% si avrebbe U? di periodo n L invece di 27 L. In particolare, trai vari
termini dell’equazione differenziale (2.3) vi sono sempre quelli provenienti dalla parte advettiva
U oy, ikyUyay), ikyU@)U(y) (vedere il sistema(2.2)), che hanno coefficienti di periodici-
ta esattamente 2 L. Allora concludiamo che gli unici T per le cui traslazioni sono invarianti tutti i
coefficienti in modo che possano soddisfare I'’equazione a destra delle (2.4) sono T=2nmx L. Questo
vincola allora ad imporre a q una periodicita multipla di quella del flusso base di periodo 2 L.

Un'ulteriore osservazione importante & che la periodicita di @ equivale a porre quella di 7'.
Infatti, dall’equazione di continuita:

~/ . ~ . ~ ~/
v |y = _lkxuly = _lkxu|y+T =v |y+T

Come ultima osservazione, supponiamo di porre un certo k, e di risolvere il problema agli
autovalori generalizzato. Per cercare le soluzioni di - kx, basta fare complesso coniugato della (2.2):

0=—ikyu*(y)+7*(y)
— 0" T (y) =" (WU (y) - ik U T (y) - ikep* () — 13 () =0 (2.5)

— 0" 7" (y) = ~iky U T (1) +p" (1)~ £; () =0
Sivede che il sistema (2.5) € il (2.2) in cui son stati sostituiti k, — —ky, w — —w* e le soluzioni sono
complesse coniugate. Quindi :
iZ*

N}

v =8 R4

Plkpo)  \P /(0
Cioe dato un insieme di autovalori e autovettori per un dato ky, si conoscono anche quelli per
—ky; in particolare, gli autovalori di quest’ultimo, per cui w(—ky) = —w* (ky), mostrano che una
perturbazione con numero d’onda opposto ha stesso fattore di crescita (3mw) e opposta frequenza
angolare, facendo si che gli esponenziali immaginari siano complessi coniugati per k, — —ky,
mentre il fattore moltiplicativo di esponenziale reale rimane lo stesso. In un problema di stabilita

37



lineare bidimensionale quindi possiamo restringerci solo ai k, positivi.

Come gia detto, per ogni ky, con le condizioni al contorno di periodicita, si otterra un insieme
di autovalori w discreto con i corrispondenti autovettori; quelli che saranno determinanti per la
stabilita o meno del flusso saranno quelli che avranno parte immaginaria maggiore, cioe quelli
meno stabili.

Adesso siamo pronti alla risoluzione numerica delle (2.3). Innanzitutto, si suddivide I'interval-
lo di periodicita in y 2znL in N intervalli. Il passo reticolare lungo I'unica direzione y allora sara
A= Z%lL, e le soluzioni diventano successioni finite di numeri q(y;), i =0,.., N. Si discretizzano
poi le derivate secondo la definizione di derivata simmetrica:

fisD - fic)
2A

f'n=

Per ragioni di ottimizzazione numerica & noto che conviene discretizzare '’equazione di continuita
e la pressione su un reticolo sfasato di mezzo passo rispetto a quello delle velocita nelle equazioni
della quantita di moto, in quanto cido diminuisce oscillazioni nella pressione dovute alla discretiz-
zazione. Percio gli y; su cui e discretizzata 'equazione di continuita e la pressione equivalgono a
Vi+ % delle altre equazioni.

ressione,.eq..continuita ~
he qJ- quanfl%ldl moto X, y

Quindi gli N vettori q; vengono raccolti in un unico vettore colonna, e analogamente dalle N
matrici A; e B; vengono costruite due nuove grandi matrici con i coefficienti disposto in modo
tale che in ogni punto y;possano costruire le derivate di un membro delle equazioni prendendo
tramite il prodotto righe per colonne i necessari valori di q nei punti y;+1, Vit2.

Una volta costruite queste grandi matrici, viene risolto il sistema lineare discretizzato ottenu-
to iwA'x = B'x, dove A’ e B’ sono le nuove matrici ottenute e x i vettori colonna. A causa della
discretizzazione, risulta necessario un altro vincolo per determinare gli autovalori e un sistema di
autovettori afferenti. Occorre allora imporre:

X0 = XN, X1 = XN+1

Esistono numerosi metodi, diretti o iterativi per effettuare tale calcolo, che essendo lineare risulta
comunque molto rapido e preciso. Un algoritmo di risoluzione del problema agli autovalori ge-
neralizzato discreto, I'algoritmo QZ [41, 42, 43], € comunque disponibile gia implementato nelle
librerie ZGGEV di Lapack (Linear Algebra Package), che sono quelle che sono state utilizzate per i
calcoli numerici che seguiranno.

Lalgoritmo numerico non considera il caso in cui ky = 0. In questa situazione infatti diversi
termini del sistema di partenza si annullano, e le matrici ottenute nella discretizzazione assumono
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particolari patologie che rendono mal definite certe operazioni di inversione; in un intorno molto
vicino di questo valore (1/k, = 10°) tale patologia fa si che risultino degli autovalori fittizi estre-
mamente grandi (= 107), che ovviamente non sono realmente legati al limite continuo. Quando si
ottengono questi problemi legati ai difetti di discretizzazione dell’algoritmo, si dice che il proble-
ma & mal condizionatoper quei parametri di input che hanno dato origine a quel comportamento
errato in quel punto. Esistono altre situazioni in cui si possono ottenere autovalori mal condizio-
nati, la cui presenza dipende anche dal numero di punti con cui si discretizza, i valori di input dei
parametri (Rey,, Reg, ky, Wi, etc.), situazioni in cui un termine dell’equazione diventa molto piu
piccolo o molto piu grande degli altri (tra cui appunto il caso ky = 0) facendo si che 'equazione e
sbilanciata e ’algoritmo di risoluzione non é pit ottimale per la risoluzione del sistema. Problemi
cosidetti stiff e situazioni di mal condizionamento sono questioni tipiche da affrontare nell’ap-
proccio numerico alla risoluzione di equazioni differenziali. Nelle vicinanze dei valori di input in
cui emerge la patologia, il calcolo numerico non puo esser ritenuto affidabile.

Evitando il caso k=0, si puo scrivere allora w = kyc, con c solita velocita di fase, della quale la
positivita (negativita) della parte immaginaria implica instabilita (stabilita) del flusso.

Il numero di punti con cui si discretizza I'intervallo di periodicita, come vedremo, & fondamen-
tale per la convergenza a un valore vicino a quello del limite continuo, che idealmente € ottenuto
per A — 0.

2.2 Richiami e risultati noti: la stabilita lineare nel caso newtoniano.
Verifiche numeriche.

Richiamiamo brevemente alcuni risultati noti del flusso di Kolmogorov del caso newtonia-
no. E’ semplice osservare innanzitutto che il flusso di Kolmogorov nel caso newtoniano & effetti-
vamente una soluzione delle equazione di Navier-Stokes con imposta una pressione costante in
tutto il fluido e una forzante esterna f = (”L—E’ sin %, 0), dove 7 & la viscosita dinamica.

Passiamo a variabili adimensionali utilizzando L come lunghezza tipica e U come velocita
tipica: il periodo del flusso base (sin y,0) sara 27.

1l flusso di Kolmogorov sviluppa instabilita lineare a Re> v/2, come mostrato in [10] tramite un
elegante metodo facente uso delle frazioni continue; inoltre, le perturbazioni piu instabilizzanti
sono a grande scala (cioé mediate sulla periodicita del flusso base) puramente trasverse, ossia ha
in media solo componente v ortogonale al flusso di Kolmogorov, che ha solo la componente lungo
x; infine, I'instabilita che si forma per Re— \/§+ e alunghezza d’onda in x asintoticamente — +oo.

Verificare cio per k, — 0 € molto semplice. Infatti, se si considera '’equazione di continuita
nello spazio dei numeri d’onda, mediando sulla periodicita delle soluzioni imposta nelle condi-
zioni al contorno e sfruttando oltre la periodicita anche delle derivate il teorema fondamentale del
calcolo integrale () = 0. Inoltre:

ikyli+ 0 =0— _oU =0— U=cost.

dove si e effettuato il limite per k, — 0 sfruttando appunto il risultato che la prima perturbazione
instabilizzante e asintotica nel numero d’onda e che le velocita considerate sono funzioni limitate.
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Ovviamente, in generale per 1/k, finito la perturbazione del flusso instabile potrebbe acquisire
anche in v un carattere oscillatorio lungo y a media comunque non nulla.

Per verificare che il nostro programma numerico funzioni correttamente, ¢ necessario pri-
ma verificare che esso restituisca le proprieta gia assodate appena esposte. Nel nostro program-
ma sono state implementate le equazioni shear-thinning, dalle quali per ottenere il caso shear-
thickening & sufficiente porre ﬁ =0 e n>1. Com'e stato osservato in precedenza, da esse si
riottiene il caso newtoniano imponendo una delle seguenti relazioni:

e Wi=0;
e Rep=Rey;
e n=1.

Re in questa sezione che riguarda il caso newtoniano quindi, corrisponde a Rey nel caso n=1 o
Wi=0 e Re, nel terzo caso.

La prima verifica da effettuare € quindi se, imponendo ognuna di queste condizioni, si otten-
gono irisultati del caso newtoniano.

Preliminarmente, occorre guardare a quale risoluzione N i vari autovalori vanno a convergen-
za, cioe si asintotizzano verso un valore che presumibilmente sara quello del limite continuo.
E’ interessante, come esempio, vedere la dipendenza del fattore di crescita Smc dell’autovalore
corrispondente a k, = 1, Re=5.
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Come sivede, a 70 punti la differenza del tasso di crescita con quello a 250 punti & dell’ordine di
1074, pertanto a 70 punti si & gia praticamente a convergenza. Naturalmente tutto dipende anche
da quale precisione si desidera dal calcolo e allo stesso tempo quanto tempo si vuole impiegare:
difatti, maggiore e la risoluzione, maggiore sono le operazioni nel programma e quindi maggiore &
il tempo di calcolo. Occorre quindi un buon compromesso. Ricordiamo, infine, che naturalmente
non é sufficiente guardare solo un punto del piano Re—kix per capire se si & a convergenza: cio
dipende anche da quali regioni di questo piano si considerano. Perche un calcolo sia affidabile in
una certa regione dello spazio dei parametri, occorre quindi che almeno in quella regione stessa
tutti gli autovalori siano andati sufficientemente a convergenza, entro la precisione richiesta.

Una volta appurata la convergenza, si verifica che per ognuna delle condizioni che portano
al caso newtoniano, mantenendo fissa la risoluzione N, i risultati sugli autovalori e gli autovettori
sono esattamente gli stessi. 1l seguente grafico, ottenuto da un flusso di Kolmogorov newtoniano
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con condizioni periodiche ai bordi della striscia ye [0, 2], rappresenta le curve a fattore di crescita
meno stabile costante, ed e lo stesso quindi per ognuno dei tre casi sopra elencati.

Flusso kolmogorov, Newtoniano
100 T T T T T

Escludendo il caso k, = 0, conviene graficare rispetto a 1/k,, per vedere meglio I'andamento
delle curve marginali nell'intorno di k, = 0, cioe 1/k, = +oo. Si noti quindi come le proprieta di
asintoticita della lunghezza d’onda del primo modo che crea instabilita a k, — 0, Re— v/2, con
quest’ultimo che quindi risulta il Re critico, siano confermate dalla numerica. Il programma for-
nisce Re, = 1.41443 con una risoluzione di 70 punti sull’asse y, con un errore quindi di ordine di
grandezza 1074,

Dai calcoli numerici risulta che, per 1/k, maggiore di un certo valore che cresce con Re ma
sembra esser compreso tra 0.5 e 1, la frequenza dei modi meno stabili, proporzionale a Rec, &
0 (di ordine 10~!® — 10712, abbondantemente compatibile con 0 considerando la precisione di
troncamento del programma).

Verifichiamo la trasversalita a grande scala della prima perturbazione instabilizzante, cioe la
perturbazione meno stabile della velocita per Re— /2: essa & rappresentata nei seguenti grafici.
Essendo i modi normali nella trasformata di Fourier in x sommati a complessi coniugati perché
trasformate di quantita reali, sono significative le parti reali degli autovettori.

-1 ‘ -0.5 mEe ( u) 0.5 1 -1 -0.5 me( U) 0.5 1

Questo autovettore & quello associato a un numero di Re e 1/k, = 100 tali che per I'autovalore
meno stabile Sm(c) = 0.000499996. Come si vede, u oscilla come il flusso base sfasato di 7/2 (il
massimo del modulo della perturbazione e nel minimo del flusso base), mentre v rimane costante.
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Mediando sulla periodicita, si ottiene (1) = 0 e (v) =cost., confermando il risultato di trasversalita
della prima perturbazione instabilizzante a grande scala mediata su quella piccola (la periodicita
del punto fisso di Kolmogorov).

Come gia detto nel programma numerico sara effettuabile la scelta di una striscia larga un
multiplo di 2. Bisogna quindi verificare che la distanza dei punti su cui si fissano le condizioni
al contorno sia ininfluente sui risultati della stabilita. Per fare cio, abbiamo imposto che la perio-
dicita fosse fissata a 0 e 6;7. Naturalmente, per ottenere risultati paragonabili, occorre che il passo
reticolare A sia uguale, e quindi va triplicato anche il numero di punti in cui si suddivide la striscia
iny.

11 grafico della curva marginale risulta ad occhio lo stesso riportato sopra: gli autovalori meno
stabili risultano infatti avere una differenza di ordine 107 rispetto al calcolo con periodo 27, che
€ molto minore della precisione numerica alla risoluzione in cui ci siamo posti.

Lautovalore meno stabile per la stessa coppia di parametri utilizzata per i grafici delle velo-
citd su un periodo illustrati sopra risulta Im(c) = 0.000499996, quindi con la sopra citata diffe-
renza di 1079 rispetto al calcolo su 27.La parte reale delle velocita associata a quest’autovalore &
rappresentata nelle seguenti figure.

-1 -0.5 ﬂée ( u) 0.5 1 -1 -0.5 9“6( l}) 0.5 1

Come si vede quindi, le velocita risultano identiche, avendo imposto che le ampiezze agli
estremi della striscia [0, 677] fossero uguali per rendere pitt semplice all’occhio il confronto. Le dif-
ferenze tra i valori assunti da queste funzioni e quelle nel caso di 27 sono ancora difatti dell’ordine
di1079. Questo mostra anche come, almeno per il caso newtoniano, il risultato non dipenda dal-
la larghezza della striscia, essendo le periodicita delle autofunzioni associate all’autovalore meno
stabile le stesse del flusso base. Analogo risultato sara valido allora anche per la pressione.

11 fatto che u abbia periodicita uguale a quella del flusso base si puo vedere analiticamente.
Dai calcoli numerici si vede che |c| & limitato. La seconda delle (1.6) allora diventa:

1 1
—ikcti+ DU +ikUu+ikp— —[-K*i+u"|=0 —j 00U =—10"
Re * Re

Da quest’ultima, essendo v costante e tenendo conto della condizione al contorno di periodicita
e imponendo che si annulli la media sul periodo, che & multiplo di 27x:

U, —0 X —UCOSY
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cioe la prima perturbazione di velocita instabile risulta costante nella componente y e a media
nulla e con stesso periodo del flusso base nella componente x, con le velocita aventi segno opposto
in y=0.

2.3 Lastabilita lineare in casi non newtoniani

Nel caso non newtoniano pil ci si allontana dal caso newtoniano piu1 occorre aumentare la
risoluzione per andare a convergenza numerica. Questo ¢ dovuto al fatto che mano mano che ci si
allontana dal limite newtoniano i termini delle equazioni diventano uno pilt grande o piu piccolo
dell’altro, e quindi occorre un numero di punti maggiore per avere un calcolo sufficientemente
preciso, specialmente nella zona 1/ky — oco. Queste situazioni comportano I'aumento del tempo
di calcolo.

2.3.1 Shear-thickening

Anche nel caso shear-thickening il flusso di Kolmogorov e un punto fisso delle equazioni di
Navier-Stokes, con una pressione costante in tutto lo spazio e con la forzante esterna avente espres-
sione:

n-—1
2

n-1
U? U? 7 U? U
f=|no 4)[2Fsin%cosz%(1+2A2Fcos2%) ’ +170(1+2)L2Fcos2Z —sinz, 0

L 2L

Sono di seguito illustrati i calcoli per n=1.77 e n=3. Il Re critico, che per Wi=0 & v/2, cresce
illimitatamente in maniera tanto piu veloce quanto n & maggiore di 1. Questo significa che la
parte viscosa shear-thickening ha un effetto stabilizzante sulla dinamica del flusso. Risulta sempre
asintotica la prima perturbazione instabile e ancora le frequenze rimangono nulle per un 1/ k, >a,
con a che varia debolmente con Re, ma che comunque risulta esser sempre minore di 1. Nel grafico
delle curve marginali nel piano Re-Wi, la parte del piano sottesa dalle curve rappresenta il flusso
stabile.

11

10

Re
0]
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Si puo osservare come l'unico ramo presente nelle curve marginali sia quello asintotico che
non interseca mail’asse Re=0. Pertanto questo modello fenomenologico di fluido shear-thickening
non contiene fenomeni di turbolenza elastica, ovvero turbolenza originata da instabilita a Re ar-
bitrariamente bassi sopra un certo numero Wi, oltre al quale il fluido assume sempre un compor-
tamento caotico. Di questi fenomeni, caratteristici di alcuni fluidi sia shear-thickening sia shear-
thinning, si sa molto poco e rappresentano quindi un interessante ramo attivo di ricerca attuale.
Ad oggi, pur essendo essi stati esser riprodotti in diverse esperienze di laboratorio, dal punto di
vista teorico reologico gli unici modelli che prevedono questo fenomeno sono fluidi con disciolti
grossi polimeri (il pitt semplice dei quali e il modello di Oldroyd-B), i quali posseggono una co-
stante di tempo di rilassamento. Quest’ultima fa si che il fluido abbia non una risposta istantanea
ai cambiamenti delle condizioni al contorno o dell’entita delle forzanti esterne e quindi possa pre-
sentare fenomeni di isteresi, in quanto le sue proprieta dipendono dalla storia precedente in un
intervallo di tempo confrontabile con la costante di tempo stessa [34-35-36-37-38-39].

E’ interessante chiedersi, anche in questo caso, com’e il comportamento della perturbazione
instabilizzante della velocita a Re—»ReZ, che si trovera ancora per k, — 0 data la condizione di
asintoticita. Innanzitutto, € banale verificare preliminarmente gia per via analitica che valgono
ancora le proprieta che discendono dall’equazione di continuita: u € ancora a media nulla sulla
periodicita delle soluzioni (piccola scala) e v & costante. Resta da verificare se continua a valere il
fatto che le autofunzioni sono con periodicita 27 e quindi la periodicita stessa non dipende dalla
larghezza della striscia. Come campione, prendiamo il caso n=1.77, con il Wi=17.5, il piu1 distante
dal caso newtoniano, a 1/k, = 100 e Smc = 1.67047-107°. 1l calcolo & stato effettuato su [0,27] e
[0,47].

Si ottiene che le velocita risultano identiche, avendo imposto che le ampiezze agli estremi del-
la striscia [0, 47r] fossero uguali per rendere pitt semplice all'occhio il confronto. Le differenze tra
i valori assunti da queste funzioni e quelle nel caso di 27 sono ancora difatti dell'ordine di 107°.
Questo mostra anche come, anche per il caso shear-thickening, il risultato non dipenda dalla lar-
ghezza della striscia, essendo le periodicita delle autofunzioni associate all’autovalore meno sta-
bile le stesse del flusso base. Analogo risultato sara valido allora anche per la pressione. Le velocita
in y=0 risultano essere di segno opposto.

real(u) real(v)
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real(u)

real(v)
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E’ confermato che, almeno vicino all’asintoto, quindi per l'instabilita che determina il valore
minimo di Re a cui il flusso diventa instabile, la larghezza della striscia non € rilevante.

2.3.2 Shear-thinning

Anche nel caso shear-thinning il flusso di Kolmogorov € un punto fisso delle equazioni di
Navier-Stokes, con una pressione costante in tutto lo spazio e con con la forzante esterna avente
espressione:

3 2 e
U° .y _2) [ R AT y
2

n—1 ] U? U |
f= (Tlo—Tloo)T‘MzFSanCOS 7 1+2A2L cos z) +(n0+(no—noo)(1+2lzﬁcosz%) 2 )Esmz,o)

1
Reoo
e quindi Rey < Re,. Prima di effettuare i calcoli possiamo quindi osservare che, poiché per quanto

detto precedentemente quando Rey = Rey, la viscosita apparente da origine a un fluido newtonia-
no con Re = Re, e poiché per un fluido newtoniano si ha Re. = v/2, quando Re, = C > v/2 per
il valore massimo consentito di Rey = C si avra che il fluido avra un comportamento newtoniano
con numero di Reynolds Re = C > v/2 e pertanto sara instabile per ogni Wi. Quando Re,, = v/2, per
il valore massimo di Rey = v/2 si ha che il flusso si comporta come un fluido newtoniano con nu-
mero di Reynolds v/2 che ¢ esattamente il pili grande Re in cui si hanno tutti i modi stabili eccetto
quello asintotico a ky = 0 neutro, pertanto non € piu instabile ed anzi tende asintoticamente nel
tempo ad uno stato neutro per qualunque Wi. Per Rey, = ¢ < v/2 infine, quando anche Rey assume
il valore massimo possibile c, il flusso si comporta come un fluido newtoniano con Re=c < v2 e
pertanto e stabile indipendentemente da Wi.

Nel caso shear-thinning abbiamo sempre il vincolo che 179 = 17; questo implica che Rieo >

Per quanto riguarda lo spazio dei parametri in generale, si € scelto per ogni n di tener fisso Res,
e a sua volta effettuare una casistica su Wi per poi graficare rispetto a Rey e 1/ k. Successivamente
si metteranno tutti i dati insieme e si discuteranno disegnando le curve di livello della superficie
marginale f(Rey, Re,,, Wi)=0 per alcuni n (nel nostro caso, n=0.5 e n=0).

Quel che si osserva comunque & che fissati n e Res, > v/2, la marginale nel piano Rej — kix
presenta ancora asintoto per k, — 0. Aumentando Wi, essa si sposta verso Rep=0, in maniera
asintotica, partendo ovviamente da v/2. Questo avviene sempre pill lentamente diminuendo Rex,
partendo dall’infinito. Quando si & vicini al valore Re, = v/2, 'asintoto si muove infatti di pochis-

simo verso sinistra anche per Wi molto grandi, come si puo vedere dai grafici con % =0.7. Si
{o. o}
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tratta sempre di instabilita idrodinamiche e non elastiche, poiché la marginale non interseca mai
I'asse Reyp=0, e idealmente almeno, esiste sempre un Rey estremamente piccolo per il quale il flus-
so base & stabile. Poi, per le considerazioni fatte precedentemente, a Res, < v/2 il flusso smette
di essere instabile per qualsiasi valore ammesso di Rey. Diminuendo n aumenta semplicemente
la velocita con cui I'asintoto verticale della curva neutra si sposta da v/2 a 0 per Wi — co. Infine,
ancora le frequenze rimangono nulle per un 1/ky >a, con a che varia debolmente con Rey ma tale
che quelli a frequenza non nulla son sempre modi stabili.

Ricordiamo ancora che & da considerare solo la striscia di piano Reg<Re.
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o.1 0.2 0.3 ﬁe4/\/z 0.5 0.6 0.7
0

La parte viscosa non newtoniana del fluido in questo caso ha quindi un effetto destabilizzante

fino a che Re., > v/2, mentre & stabilizzante per valori minori. Seguono le curve marginali nei

1

piani Rep-Wi a n fissato e per alcuni Rew

< % La regione sottesa dalla curva rappresenta la zona
di punto fisso stabile.

n=0.5

Re()

Reo

Effettuando pero il limyj_ sulle equazioni di stabilita lineare e non sulle soluzioni, che ap-
punto analiticamente non sappiamo calcolare, troviamo un caso di fluido newtoniano con Rey-
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nolds Re., che quindi rimarrebbe instabile per ogni Re,, > v/2 e non viene data nessuna infor-
mazione su Reg. Questo significa che potenzialmente siamo in presenza di un limite singolare del
problema: eseguire il limite prima sulle equazioni & diverso che eseguirlo alla fine del calcolo sulle
soluzioni esatte !. Lo studio dei limiti singolari e delle singolarita delle soluzioni prodotte da punti
in cui i coefficienti di un’equazione differenziale sono anch’essi singolari o si annullano ¢ molto
importante nella teoria delle equazioni differenziali [17]. Queste situazioni sono assai frequenti
in fluidodinamica, poiché capita spesso di misurarsi con problematiche del genere. Il limite eule-
riano Re— oo & un limite singolare delle equazioni di Navier-Stokes ad esempio, poiché annulla il
coefficiente davanti alla derivata seconda della velocita e abbassa I'’equazione di ordine. La casi-
stica di questi limiti e piuttosto complicata e laboriosa da descrivere. In generale, si puo0 dire che
si puo avere un limite singolare quando effettuando quest’'operazione sparisce una dipendenza
da una qualche grandezza nelle equazioni differenziali considerate [44]: nel nostro caso, ponendo
Wi— oo scompare anche Rey, e questo deve in qualche modo mettere in allarme. Comunque, dai
grafici si ottiene che nel caso Wi=0 € solo Rej a incidere, mentre nel caso Wi=co €& soltanto Rey:
in entrambi i casi limite si € in condizione di fluido newtoniano. In quest’ultimo, il flusso risulta
sempre stabile se Re, < V2, ma anche sempre instabile se Res, > V2. per qualsiasi Rey apparte-
nente all'intervello concesso (0,Rey,). In questo senso, cio & coerente col fatto che per Wi — oo
Rey scompare dalle equazioni del moto.

Data l'asintoticita a kx — 0 della prima perturbazione destabilizzante, valgono ancora le pro-
prieta che discendono dall’equazione di continuita: u & a media nulla sulla periodicita delle so-
luzioni (piccola scala) e v € costante, cioe la perturbazione é trasversa su grande scala. Resta da
verificare se continua a valere il fatto che le autofunzioni sono sempre con periodicita 27 e non
suoi multipli. Di seguito sono mostrati i calcoli per n=0, Re,,=0.7, 1/ k, = 1000, Wi=20 e Re, tale da
dare 3m ¢ = 2.0064- 107 per il caso 27-periodico. Sotto, il calcolo per gli stessi parametri di input,
con dominio [0,47] iny e ovviamente il doppio di intervalli: risulta Smc=2.01604- 1076, differente
dal precedente entro un errore minore di 1078,

6 “ q 6 q
5T // 4 5+ 4
//
4 / q 4+ q
ol { | sl |
\
2+ \ g 2+ g
\
1+ \ q 1 q
\
e = ol . - ‘
Re(w) Re(v)

1Come esempio banale, si consideri y” + w?y = 0, il cui integrale generale & y(x) = Asinwx + Bcos wx. Eseguendo il
limite su quest’ultimo per w — 0, si ottiene y(x) = B. Invece, se si effettua il limite prima sull’equazione, si ottiene y”’=0,
che ha come integrale generale y = Ax + B.
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Come si vede quindi, le velocita risultano identiche, avendo imposto che le ampiezze agli
estremi della striscia [0,27] fossero uguali per rendere pitt semplice all’occhio il confronto. I ri-
sultati dei valori assunti dalle componenti delle velocita hanno discrepanze dell’ordine di 1079,
quindi minori dell’accuratezza del metodo numerico alla risoluzione utilizzata. Questo mostra
anche come, anche per il caso shear-thinning, il risultato non dipenda dalla larghezza della stri-
scia, essendo le periodicita delle autofunzioni associate all’autovalore meno stabile le stesse del
flusso base. Analogo risultato sara valido allora anche per la pressione. Nuovamente, le velocita
risultano avere segno opposto in y=0.

E’ confermato che, almeno vicino all’asintoto, quindi per l'instabilita che determina il valo-
re minimo di Rey a cui il flusso diventa instabile, la larghezza della striscia di periodicita non e
rilevante.
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Capitolo 3

La rinormalizzazione a scale multiple

3.1 Multiscala per equazioni differenziali ordinarie

3.1.1 Termini secolari e teoria delle perturbazioni

Si consideri la seguente equazione differenziale
y+y=coswt

che corrisponde all’equazione del moto di un oscillatore forzato. Lintegrale generale, come noto,
e dato da una soluzione particolare pit I'integrale generale dell’equazione completa:

. coswt
y(t)=Acost+Bsint+

1-w?

quando |w| # 1. In tale situazione, infatti, la soluzione in questa famiglia non é definita, e per
|lw| — 1 diverge. Questo accade perché in quel valore del parametro, il termine non omogeneo
e soluzione esso stesso dell’equazione omogenea: matematicamente, esso appartiene al kernel
dell’'operatore dd—:z +1, fisicamente cid corrisponde a una risonanza dovuta alla coincidenza tra
frequenza della forzante esterna e frequenza del moto della particella libera.

La soluzione corretta quando |w| =1 ¢

1
y(1) =Acost+Bsint+§tsint

Come si vede, 'ampiezza delle oscillazioni diverge per ¢ — oo, cioé si ha la suddetta risonan-
za. In questo caso compare un termine del tipo ¢sin ¢, dove un fattore crescente (t) moltiplica il
corrispondente termine non omogeneo che compariva nell’equazione differenziale. Termini con
questa caratteristica si chiamano secolari, e nell'integrale generale di un’equazione differenziale
a coefficienti costanti non omogenea compaiono usualmente, moltiplicati di almeno un fattore t
rispetto al termine non omogeneo che li genera.

Questo crea dei problemi nell'utilizzo degli sviluppi perturbativi. Consideriamo infatti il se-
guente problema di Cauchy per |'equazione di Duffing [17]:

j+y+ey’=0  y0)=1 j0)=0
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dove € € un parametro piccolo. L'equazione € non lineare e in generale non solubile esattamente.
Cerchiamo allora euristicamente una soluzione tramite una serie perturbativa del tipo:

+00
y() =) " yu(0), Y00 =1 3(0)=0 yu0)=yn(00=0 n=1
n=0

Sostituendo la serie nell’equazione di Duffing e applicando il principio di identita delle serie di
potenze per € otteniamo una gerarchia di equazioni, una per ogni ordine:

Jo+y0=0
J71+J/1=—J’8

Pertanto risolvendole in ordine si riescono a ricavare iterativamente i termini della serie perturba-
tiva all'ordine desiderato. Tenendo conto delle condizioni iniziali, si ha cosi per I'ordine 0:

Yo(t) =cost

ellte”

i3
Sostituendo nell’ordine 1, dove si utilizza I'identita cos® ¢ = ( 5 t) = icos3t + %cos t, se ne

ottiene 'integrale generale
. 1 3 .
y1(t) = Acost+Bsint + 3—2 cos3t— gtsmt

dove compare il termine secolare atteso dal fatto che cost e soluzione dell’'omogenea per y;. La
soluzione approssimata in teoria delle perturbazioni ottenuta € quindi

1 1 3 . 5 +
y(t)=cost+e[—cos3t——cost——tsint]+0(€”) €—0
32 32 8

Quindi, fissato un t, la precedente equazione approssima la soluzione a meno di termini di infini-
tesimo uguale o maggiore di €> per e — 0*. Notiamo perd che, fissato un e, dopo un tempo ¢ = %
la soluzione sembra aumentare I’ampiezza delle proprie oscillazioni a causa del termine secola-
re, mostrandosi quindi illimitata. Lo sviluppo sembra avere due scale differenti di variazione nel
tempo: una piccola del periodo delle funzioni oscillanti e una infinitanell’aumento dell’ampiezza.

Cio e falso. Infatti, 'equazione di Duffing precedentemente considerata puo essere ottenuta

2 2 4
dalla lagrangiana L = y7 - y? - eyT; non dipendendo dal tempo, & conservata I’'Hamiltoniana:
. d [oL , ¥ y4]
O=H=—|=y-L|l=— |y +——+e—
dr | 9j” ] arl” T2 7%
Da cio banalmente: ) .

y2+y—+€y—:C>0:>05y25C,
2 4
pertanto y?, e quindi y anche, risultano limitate per ogni t. Questo significa che nella serie pertur-
bativa, i termini secolari seppur divergenti per grandi t, vengono risommati dando alla fine una

+SC())(_1 nx"

somma della serie limitata. E’ cido che accade ad esempio per x = 0 alla nota serie o
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che converge uniformemente a e~ su tutto R.

3.1.2 Utilizzo delle scale multiple

Nell’esempio precedente abbiamo visto che in una serie perturbativa, i termini secolari pos-
sono compensarsi anche tendendo all'infinito. Serve un metodo che quindi trovi un’approssima-
zione della soluzione del problema posto asintoticamente, proprio per t arbitrariamente grandi, e
tenga conto della suddetta sommazione, cosa che lo sviluppo perturbativo troncato non puo fare
perché come visto vale per una scala di tempi molto piii piccoli, cioé impone un limite superiore
dell’intervallo di validita dei tempi.

Una soluzione a questo problema e data dalle scale multiple. Supponiamo che la soluzione
esatta abbia un andamento in cui son ben distinguibili differenti scale di variazione, ad esempio
nel caso di due scale, una che caratterizzil’andamento globale, come una modulazione in ampiez-
Za 0 un comportamento asintotico, e I’altra che caratterizzi andamenti tipici su intervalli molto pit
piccoli, come uno pseudoperiodo di oscillazioni.

Nel caso piut semplice di due scale, potremmo quindi descrivere la funzione attraverso due
variabili di tempi differenti, rappresentanti le due suddette scale di tempi. Costruiamo la serie
perturbativa nella forma

+00
y) =) €"yu(t,T)
n=0

dove t rappresenta una variabile veloce, che dovra risultare periodica, e T una variabile lenta, cioe
che cresca infinitamentepit lentamente rispetto alla t nel limite ¢ — 0%, come ad esempio T = et!.
Si puo provare a inserire questa serie nell’equazione differenziale posta e, una volta usata la regola
di derivazione delle funzioni composte, trattare t e T come variabili indipendenti per poi imporre
I'assenza di termini secolari al primo ordine. Successivamente, si ritorna solo a trisostituendo T =
€t, che e esattamente la scala a cui lo sviluppo perturbativo ordinario diventava critico, ottenendo
un candidato di soluzione approssimata asintotica a grandi t, ove ovviamente questo sviluppo
sia affidabile (lontano da eventuali singolarita, nei punti dove la suddetta separazione di scala sia
valida, etc.).

Come al solito, chiariamo bene I'applicazione di questo metodo con tre esempi molti signifi-
cativi [17].

Equazione di Duffing
Riconsideriamo il problema di Cauchy
j+y+ey =0  y0)=1 y0)=0

Tentiamo lo sviluppo perturbativo multiscala. Supponiamo che y dipenda da t e T. Per la derivata,
applicando la regola di derivazione delle funzioni composte, si ha:

y=0,y+©0;T)dry

1La periodicita nella variabile veloce & richiesta in quanto si pud dimostrare [18] che, in generale con N variabili,
definite le funzioni nelle nuove variabili veloci X; /e™Vi e lente X;, la soluzione a scale multiple tende a quella esatta in
un senso debole quando € — 07
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dove la o7 rappresenta la derivata rispetto alla variabile di grande scala. Poniamo in questo caso
T = et, e dopo aver effettuato questa sostituzione trattiamo t e T come variabili indipendenti.

Inseriamo la serie perturbativa nella forma y(#) = Y./} €” y, (¢, T). Otteniamo:

7=0:y0+€@:y1+01y0) + O€®) = j =07 yo + (20,010 + 02 y1) + O(e?)

Dall’equazione differenziale completa, dopo aver sostituito la serie, si ottiene per gli ordini 0 e 1
7 y0+y0=0 Oty +y1=—y5 —20,01yp
Lintegrale generale dell’ordine 0, rimanendo nel’ambito di funzioni a valori reali, &
Y6, T) = A(T)e' + A*(T)e™"! 3.1)

con A(T) una qualsiasi funzione complessa di T. La periodicita nella variabile veloce & quindi au-
tomaticamente verificata. Questa soluzione compare a sua volta come termine non omogeneo
nell’ordine 1. Imponiamo in quest’ultimo I'assenza di termini secolari, ossia che il termine a se-
condo membro non appartenga al kernel dell’operatore a primo membro (operazione necessaria
per rendere possibile la periodicita nella variabile veloce anche all’ordine 1). Esso vale:

~Y3-20,07y0=e'" [-3A%A* —2i07A] + e ' [-3AA*? +2i07 A*] - €311 A3 — o731 43

Notiamo subito che i termini e’’ e ™' sono soluzioni nel kernel di 0% + I, e darebbero quindi

origine a termini secolari. Imponiamo allora che i loro coefficienti siano nulli:
—3A%A*—2i07A=0 —3AA™ +2i07A* =0 3.2)

Queste due equazioni non sono indipendenti: sono una la complessa coniugata dell’altra, per-
tanto non vi € sovrabbondanza rispetto all’'incognita A, ed € sempre possibile soddisfarle. Se im-
poniamo una di esse quindi, almeno fino all’ordine 1 in €, non saranno presenti termini secolari
nello sviluppo multiscala.

Lequazione del primo ordine ci serve quindi per imporre la condizione di non secolarita del-
I'ordine 0 e fissare quindi tale termine dello sviluppo. Scegliamo di fermare lo sviluppo al primo
ordine: se volessimo ottenere il termine di ordine 1, dovremmo infatti considerare I’equazione
differenziale dell’ordine 2 per y, e imporre che il termine non omogeneo (che dipendera quindi
da yp e y1) non sia soluzione di tale equazione: questo imporrebbe allora il vincolo sulle costan-
ti dell'integrale generale dell’equazione dell’ordine 1 per y;. Questo processo puo andare avanti
iterativamente.

Scriviamo A(T) in coordinate polari nel piano complesso R(T)e®D) | inseriamo nelle (3.1).
ricordando che 0 e R son due funzioni reali, e otteniamo:

0rR=0
—3R%"% - 2ie%9;R+29970 =0=>{ _

3
o070 = =R?
=5
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j 2(0) L . . .
i6O+3R 7] possiamo ora scrivere la soluzione ge-

Risolvendo questo sistema A(T) diventa R(0)e
nerale approssimata all’ordine 0, ponendo finalmente T = €¢ coerentemente con la scelta iniziale.
Ne risulta:

y(t) = 2R(0) cos +0() e—0",

0(0) + (2R2(0)€+ 1) ¢

Dobbiamo infine porre le condizioni iniziali del problema di Cauchy per determinare le due co-
stanti: y(0) = 1 porta a diverse possibili soluzioni che data la periodicita del seno e le sue pro-
prieta per parita sono tutte equivalenti a 8(0) =0, R(0) = % ; la condizione ulteriore y(0) =0 &
compatibile con queste ultime. Notare che derivando rispetto a t compare un ulteriore termine
proporzionale a € che, essendo noi all’'ordine 0, andrebbe in ogni caso trascurato. In definitiva:

[5+1)
—e+1|t
8

La soluzione approssimata all’ordine 0 dello sviluppo a scale multiple risulta analoga alla solu-

y(1) = cos +0(€)e—0",

zione dell’ordine 0 dello sviluppo perturbativo ordinario (che era y(t) = cost), eccetto che per
la presenza di una frequenza rinormalizzata w = 1 + 3e. In questo caso, si pud mostrare esplici-
tamente [17] che la somma dei termini maggiormente divergenti agli ordini successivi in € della
serie perturbativa ordinaria restituisce I’espressione ottenuta con le scale multiple: i termini seco-
lari a questo ordine sono quindi stati risommati. Tale frequenza rinormalizzata da inoltre la scala
piccola di tempi rispetto a cui & necessario guardare invece a tempi grandi affinché lo sviluppo
multiscala sia affidabile.

Nel grafico sottostante e presentato il caso € = 0.1 per ¢ € [1,160]. Gia per ¢ > 1 si osserva
I'indistinguibilita tra il grafico approssimato col multiscala e la soluzione dell’equazione completa
ottenuta numericamente: tra le due curve sovrapposte emerge solo la curva colorata di rosso. La
curva colorata di verde invece & il normale coseno della teoria ordinaria delle perturbazioni. Come
si vede, 'accordo tra curva verde e rossa € buono sul primo semiperiodo, mentre dopo un periodo
lo sfasamento comincia a risultare evidente, e a t=160 il coseno é rimasto indietro di un completo
periodo.

—o.5 | |

Risulta evidente quindi come gia l’ordine 0 sia sufficiente ad ottenere un’approssimazione pre-
cisissima della soluzione esatta tramite il multiscala. Il calcolo ad ordini successivi in genere risul-
ta molto pili complesso. Inoltre, I'introduzione di pitt di due scale non € mai banale poiché lascia
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spesso molta liberta e puo portare a risultati ambigui.

Un ciclo limite

Si abbia un problema di Cauchy per la seguente equazione dell’oscillatore di Rayleigh:

yt+y=e

1
y—gys]- y0)=0, y(0)=2a

Anche qui, si vede subito che all’'ordine 0 in teoria delle perturbazioni ordinaria si avrebbe y(t) =
2asin t + O(e). Come nell’esempio precedente, per catturare I'effetto della risommazione dei ter-
mini secolari a grandi t, imponiamo uno sviluppo a scale multiple fino al primo ordine y(f) =
Yolt, T)+eyi(t, T) + O(e?), dove et = T. La derivata seconda rispetto al tempo é gia stata calcolata
nell’esempio precedente, e le equazioni per 'ordine 0 e 1 quindi sono

~ 1
07y0+y0=0 By+y = —26;6Tyo+6;yo—§(0tyo)3

La soluzione all’ordine 0 & per le funzioni a valori reali come solito A(T)e'! + A*(T)e™'’. Il termine
non omogeneo dell’ordine 1 & percio:

~ : ~ 4 : o . . . .
—2id7Ae' +2i07 AT e +iAe' —iATe T + 3 A3 AR eI _3 A7 A% 1342 Ae !
Se si pone I'assenza dei termini secolari, ossia 'annullarsi dei coefficienti di '’ e e™/’:
~2i07A+iA—iA*A* =0 2i07A* —iA* +iA*A=0,

che come prima sono 'una la complessa coniugata dell’altra. Scrivendo in forma polare A(T) =
R(T)e!%D e inserendo in una delle due si ottiene per parte immaginaria e reale:

RO70 =0

—2i07Re'? +2R070e" + iRe'® — iR%" =0 > N s
—20rR+R-R%=0

da cui abbiamo come soluzioni

6=0(0)
R=0 U R 1—R2 -
T=In —In
R(0) 1— R(0)?

In definitiva quindi possiamo scrivere I'integrale generale approssimato all’ordine 0 dello sviluppo
a scale multiple, peraltro in modo da comprendere anche la possibilita R=0:

Yo = 2R(0)cos [t +6(0)] L0, e—0"

VI1=R(0)2]e=¢* + R(0)2

Imponiamo ora le condizioni iniziali. y(0)=0 comporterebbe R(0)=0 oppure 6(0) = i%; y(t) all'or-

2RO sin[+6(0)] ) + O(e), e per essere y(0) = 2a bisogna che sia R(0) = Fa, opposto quindi

dine 0 & - VII-R(0)]e ¢ +R(0
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al segno di 0(0) = +Z. In definitiva quindi I'approssimazione cercata &:

2asint
Y1) = asin +0@), e—0 3.3)

VI1-a?le¢! + a?

Questa volta, confrontando con la soluzione all’ordine 0 della teoria delle perturbazioni ordinaria
y =2asint + O(e), gli effetti della risommazione all’ordine 1 dei termini secolari che comparireb-
bero in tale sviluppo si riflettono nell’ampiezza modulata della soluzione multiscala. Anche in
questo caso, lo pseudoperiodo delle oscillazioni fornisce una piccola scala tipica del problema.

Osserviamo che nella modulazione in ampiezza |'effetto del segno di a e irrilevante, mentre
nel numeratore della (3.3) due valori di a con stesso modulo ma segno opposto si rifletterebbero
nella variazione del segno dell’oscillazione, o se si preferisce, in uno sfasamento di 7 di quest’'ulti-
ma. Per a=0 ritroviamo la soluzione nulla. Per |a|=1, la modulazione dell’ampiezza viene soppressa
e la soluzione ¢ la stessa predetta dalla soluzione perturbativa all’ordine 0 ordinaria, cioe dall’e-
quazione differenziale priva del termine proporzionale a €. Per |a|>1, 'argomento della radice
[1-a?le ! + a?, e quindi la radice stessa, & crescente; essendo a denominatore, 'ampiezza allora
sara decrescente; viceversa € per |a|<1.

La particolarita di quest’equazione & che mostra un comportamento interessante che compa-
re in molti sistemi dinamici non lineari e autonomi (cioe indipendenti da t esplicitamente), tra cui
appunto l'oscillatore di Rayleigh. Le soluzioni, in tuttii casi, si avvicinano per ¢ — +oo alla soluzio-
ne y = 2sin t asintoticamente (eccezione ovviamente per il caso a = 1, in cui il sistema € gia su tale
soluzione). Tale configurazione, che e periodica, rappresenta quindi un ciclo limite, chiamato cosi
poiché nello spazio delle fasi (y, y) € rappresentato da un’orbita chiusa. Difatti, data la periodicita
diy, dopo un periodo la traiettoria si ritrovera nelle stesse (y, ), e datal'invarianza per traslazioni
temporali dell’equazione di evoluzione del sistema, la dinamica da quel punto in poi sara la stessa
del periodo precedente per tutto il periodo successivo.

Di seguito sono riportati i confronti tra grafico del multiscala a ordine 0 e della soluzione nu-
merica completa, per € = 0.2 e rispettivamente a = 0.2, a = 2, per ¢ € [0,157]. Nel primo caso,
I'accordo & migliore dello spessore delle linee da subito (emerge la curva colorata di rosso), nel se-
condo c’e un lieve disaccordo a /2 (la soluzione numerica completa ha un picco piu alto), mentre
nella regione di tempi a grande scala ¢ >> 1 lo scarto ancora diventa minore dello spessore delle
linee.

o

I~
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Approssimazione WKB

Sia un’equazione delle onde nel dominio delle frequenze di Fourier nella forma:

2
y=0

625§(y(X, w) +

c(X,w)

L'equazione ¢ stata espressa nella notazione delle variabili a grande scala poiché se si effettua la

sostituzione X = ex si ottiene: )

y=0 (3.4)

Ofc y(x,w)+

clex,w)

cioe c varia su una scala di lunghezze molto grande in quanto dipende da ex.

Al solito, allora, inseriamo in quest’ultima uno sviluppo del tipo y = yy(x, X) +ey1(x, X) + 0(e?),
e per i vari ordini otteniamo per ogni modo a frequenza angolare w fissata:

2
y1=-20,0xYo

2
2 w _ 2 w
axyO+[C(X)] y()—o axJ/1+[C(X)

Lintegrale generale reale dell’ordine 0 & A(X)e'@o* + A* (X)e_iﬁx . Inserendo nel termine non
con K(X):

omogeneo del primo ordine si ottiene, indicando per brevita == C( 54

Ky + K20y =
= —2ie @G [AX)K(X)] + ix AX)K(X)OxK(X)} +2ie” KEX 5 [A* (X)K(X)] - ixA* (X)K(X)IxK(X)}

Per cancellare la presenza dei termini secolari & necessario che gli argomenti in parentesi davanti
ad essi si annullino; tuttavia, data la presenza della variabile x, 'unica possibilita e che sia A(X) =

Il metodo multiscala pertanto sembra fallire. La ragione per la quale accade cio & che nel limitee —
0%, il termine —“~ C(ex) dipendente da € non si cancella; cioé non abbiamo un’equazione differenziale
di partenza del tipo f1(y, y ,...,y(")) +efo(, ¥,y (”)) = 0, ossia che contenga una perturbazione.
Possiamo pero tentare di ricondurci a una forma di questo tipo effettuando un cambio di variabili

& =¢&(x) nella(3.4), con ¢ invertibile e inversa derivabile, quindi ¢’ # 0. Si hanno allora le derivate:

EZ
dx

d _d¢d a> d* d

— =+
dx  dxdé dx2 dx? dé

ag
La (3.4) allora diventa:

d’y K?%(ex) & dy

wdy pd’y
Sttt a2 T Y

dc " ag =0

+K2(€x)y 0=

N . o . d
e la si puo ricondurre alla semplicissima forma del’oscillatore armonico perturbato 7 52 S ry+e di: =

0 imponendo che K2%(ex) = 6’2, cioe
X 1 €EX
E=+ f Kexhdx =+~ f KXhdXx'
X0 € Jexy
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dK(ex) _ dK(X)
00 T e

Tenendo conto che ¢’ = + si ha in definitiva:

d2y+ L. L dKX)dy 0 -
_ ey €— —_— .
a2 VTR Tdx ae

La (3.5) & la nostra nuova equazione perturbata su cui applicare il multiscala, sostituendo uno
sviluppo del tipo y = (&, X) +€y1 (¢, X) + O(€?), dove ovviamente X = ex(¢).

Se £2 dX = e‘jiif = & =+ (xy laderivatarispettoa¢ & d% =0+ ﬁé x- Allora per le derivate prime
e seconde.
D e yo+ €@+ ——3x yo) + OE ):dzy:a +e(E———0:0x Vo + 0%y1) + O€?)
= € € — e(+ €
dé &Jo 124! K(X) xYo iz Yo K(X) E0x Yo+ 001

Quindi all'ordine 0 e 1:

OXK(X)

92 =0 92
Yot Yo 1t = K(X)

Inserendo le soluzioni dell’ordine 0 A(X)e™ + A*(X)e ¢ nell'ordine 1:

~ 5XK(X)

L 9xKX) 4 aXK(X)
KX) X KZ(X)

A*
[K(X) KZ(X)

6?3/1 +y1= Fielt

Porre I'assenza dei termini secolari questa volta & possibile, e le due equazioni che si ottengono
come nei casi precedenti sono 'una la complessa coniugata dell’altra. E’ sufficiente allora che:

_ 0xK(X 1
20x A+ MA =0=>InAX)=——In|K(X)|+cost.
K(X) 2

Le due soluzioni linearmente indipendenti approssimate all’ordine 0 del multiscala quindi sono,
ameno di fasi complesse riassorbite nei coefficienti:

C .
—E e 0(e) e—0"

y= VK(X)

Ricordando che ¢ = i% J: ))(f) K(X"dX' si ottiene

C i1rX Ndx'
+ eizefXOK(X)dX_’_O(E) e 0"

VK(X)

che & la nota approssimazione WKB* di estrema importanza in svariati campi della fisica, dall’otti-

y:

ca geometrica, all’approssimazione semiclassica in meccanica quantistica e teoria quantistica dei
campi.

ZRitornando alla notazione iniziale K(X,w) = [%], esprimendo ogni modo normale nel dominio dei tempi si

!

; il W
iwtxiz X . .
Jxo e ; per le superfici a fase costante si ha wt +

ottiene yp «x e dX' = cost., da cui deri-

on c(X’ )
vando quest’ultima espressione rispetto a X si ha Fc¢(X,w) = X; i due esponenziali pertanto rappresentano le onde

monocromatiche entranti e uscenti viaggianti in ogni punto con velocita di fase ¢(X, w) in approssimazione WKB.
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3.2 Multiscala per equazioni differenziali alle derivate parziali

I precedenti metodi possono essere potentemente utilizzati in problemi alle derivate parziali
di svariato tipo, oltre a quelli appena visti con un’equazione differenziale contenente un termine
perturbativo, in cui si ha una piccola scala del problema dato, che & fornita dalla periodicita di
qualche aspetto del problema stesso, e si € interessati a un andamento delle soluzioni in modo che
esse risultino rese omogenee senza oscillazioni su piccola scala, come se fossero viste da lontano,
cioe viste da grande scala: si tratta quindi di una tecnica di rinormalizzazione che nello spirito
ricorda il blocking nel modello di Ising.

La chiave cruciale nelle seguenti applicazioni sara ancora la periodicita nelle variabili veloci
dell’espansione nel multiscala, che appunto fornira la cosiddetta piccola scala. Nei casi prece-
denti, essa era fornita intrinsecamente dal problema, poiché si aveva sempre a che fare con (o,
nel caso della WKB, ci si riconduceva a) equazioni dell’oscillatore armonico perturbato: in tale
situazione, 'ordine 0 dello sviluppo che comprendeva solo le variabili veloci consisteva proprio
nell’equazione imperturbata, e le soluzioni quindi erano degli esponenziali immaginari nelle va-
riabili veloci con coefficienti dipendenti dalle variabili lente che, eventualmente, modificavano la
periodicita della soluzione una volta tornati alle variabili originarie (equazione di Duffing). Nei
prossimi casi invece, questa periodicita non sara intrinseca, ma verra imposta di volta in volta in
base a considerazioni sulle simmetrie del problema.

Dopo una spiegazione matematica del problema, utilizziamo in seguito diversi esempi che
gradualmente introdurranno nuove peculiarita per giungere all’obiettivo finale, che e quello di
utilizzare le scale multiple per studiare la stabilita di un punto fisso delle equazioni di Navier-
Stokes sotto perturbazioni a grande scala.

3.2.1 Posizione del problema e condizione di risolubilita

Matematicamente si ha un’equazione differenziale o un sistema di equazioni differenziali del
tipo A® = g(®), con ® e g(P) percio eventualmente vettori di funzioni R" — R; A & quindi un
operatore differenziale di ordine k , o eventualmente una matrice le cui componenti a loro volta
sono operatori differenziali siffatti, della forma:

n k n k ap 6 ap
lelfl.“a% Y X el e, fo £ R R
i=la=

i,j=la+p=2

eventualmente quindi a coefficienti non costanti, con fl.“, fl‘jﬁ ,..., § invarianti rispetto a traslazioni
Xp — Xp+ Ly, VX, diun certo L, in ogni variabile x, da cui dipendono esplicitamente. Ovviamen-
te ® € CK([®R™), in modo tale che le derivate parziali che compaiono nell’equazione differenziale
esistano su tutto il dominio R” della funzione incognita stessa.

Per trovare un espressione asintotica a grandi scale della soluzione, si introduce allora, dette
X1,...Xn le variabili in questione, uno sviluppo dell'incognita ® = Zlf:(o)eiq)i(xl,...,xn,Xl,...,Xn),
dopo aver esplicitato le derivate dell’equazione originaria comprendendo anche le nuove variabili
lente legate a quelle veloci da funzioni X;, = ek x,, k> 0 scelte a seconda del problema affrontato.

Si effettuano poi le seguenti ipotesi:
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* si suppone che i termini dello sviluppo a scale multiple abbiano le stesse caratteristiche di
periodicita delle funzioni periodiche del problema originario rispetto alle x,, per le trasla-
zioni x,, — X, + L, V5. Data anche l'ipotesi di esistenza delle derivate che compaiono in A
su tutto R”, segue che anche queste ultime hanno le suddette periodicita, come si ottiene fa-
cilmente calcolando i limiti dei rapporti incrementali; il problema quindi equivale a restrin-
gersi, nelle variabili veloci, all'iper-rettangolo n-dimensionale C := [0, L;] x ... x [0, L], con le
condizioni al contorno periodiche per ® e le sue derivate parziali fino all’ordine precedente
a quello corrispondente che compare in A (analogamente al problema di Cauchy di ordine k
in una variabile, dove si impongono condizioni iniziali fino alla derivata k — 1-esima) even-
tualmente destre o sinistre se calcolate in direzione ortogonale alle facce dell'iper-rettangolo
C di periodicita;

¢ supponiamo che il dominio di A, o delle sue componenti nel caso ® sia un vettore di funzio-
ni, consista nelle funzioni con le proprieta suddette e che stiano anche in H := L2[C); questo
copre di fatto tuttii casi di nostro interesse, dove le funzioni incognite (velocita, temperatu-
re, concentrazioni di inquinanti,...) son sempre limitate nell’intervallo del periodo e quindi
rientrano sicuramente in questa categoria; come noto, questo & uno spazio di Hilbert dotato
di prodotto scalare [ fi(x) f2(x)d"x, fi, f € H, avendo a che fare con funzioni reali.

Si guarda quindi ordine per ordine la gerarchia di equazioni differenziali nelle nuove variabili.
All'i-esimo livello le uniche derivate che agiranno sull’i-esimo termine dello sviluppo ®; saran-
no quelle nelle variabili x,, poiché non portano ulteriori potenze di €. Le equazioni differenziali
saranno quindi ad ogni ordine della forma:

AD; = ¥ (D, ..., D;) (3.6)

con A l'operatore differenziale iniziale rispetto ora soltanto alle variabili veloci agente sulla fun-
zione i-esima dello sviluppo, pitt un eventuale termine ¥ non omogeneo.

Il sistema (3.6), con le condizioni al contorno e il dominio dell’operatore A suddetto, rappre-
senta il problema da risolvere. Riguardo a cio, si ha:

Teorema 3.2.1 (Condizione di risolubilita della (3.6)). Siano i termini a coefficienti non costanti di
A riscrivibili come somma di termini di derivata 8;¢;, con le {; quantita ancora di periodi L, e sia
invertibile la restrizione di A alle funzioni del dominio originario a media nulla.

Se allora la (3.6) ammette una qualche soluzione ®, deve necessariamente essere:

_ Je¥d"x

(P)=0, (W) := W

(3.7
Viceversa, se e data una ¥ tale che (¥) =0 la (3.7) e sufficiente a garantire l'esistenza di soluzioni
per le (3.6). Se quindi A ha tutte le suddette caratteristiche, le (3.7) rappresentano una condizione
necessaria e sufficiente per la risolubilita del problema.

Dimostrazione. La dimostrazione della necessarieta nella prima parte dell’enunciato € banale: se
tuttii termini a coefficienti non costanti vengon scritti come Y ; 9;¢;, 'integrale su C sara nullo per
il teorema fondamentale del calcolo integrale applicato alla variabile x;, essendo le ¢; periodiche
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su C. Per la stessa ragione si annullano quindi le derivate pure che compongono A (o le sue com-
ponenti, se € una matrice di operatori differenziali). Pertanto integrando la (3.6) su C si ottiene la
(3.7).

Dimostriamo ora la seconda parte. Scriviamo ® = (®) + @, dove quindi (®) = 0. Se 'operatore
ristretto, che chiameremo A, & invertibile, & ben definito A~'®. Possiamo quindi farlo agire da
sinistra sulla (3.6), ottenendo:

ANW=ATA(@)+ D)= A 1AD+ A TA(@) > D= A 'Y - A1 A(D)

S>O=AY+I-ATAD) (3.8)

con (®) costante arbitraria. Siamo quindi riusciti a scrivere un’espressione esplicita della soluzio-
ne ® data la ¥ a media nulla. Cid completa la dimostrazione. O

11 significato del precedente teorema € profondo e ha diversi aspetti. Innanzitutto, notiamo
che dalla (3.8) sappiamo anche scrivere il nucleo ponendo ¥ = 0 e tenendo conto che A{(®) =0,
in quanto operatore differenziale che agisce su una costante o su un vettore di costanti, da cui
® = (D): il nucleo dell’operatore A che soddisfa le ipotesi del teorema sono le funzioni costanti
nelle variabili veloci.

Consideriamo per il momento il caso in cui A non sia una matrice e quindi ® e una sempli-
ce funzione. Allora la condizione di risolubilita (¥) = 0 equivale all’ortogonalita del termine non
omogeneo rispetto al kernel di A nel senso di L. Le costanti sono I'ordine 0 dello sviluppo di Fourier
rispetto alle variabili veloci del termine non omogeneo periodico in C; imporre il suo integrale nul-
lo, significa imporre 'assenza di questa componente. Questo quindi riporta alla stessa situazione
analizzata nelle equazioni differenziali con termine perturbativo analizzate nella sezione prece-
dente, dove si imponeva cio per far si che fossero assenti i termini secolari nella serie perturbativa
facendo si che risultassero risommati, e in un certo senso la generalizza, portando alla luce una
visione piu astratta. E’ in questo passaggio che avviene la rinormalizzazione. La differenza e che in
quel caso il nucleo erano delle funzioni oscillanti, la cui periodicita permetteva proprio 'utilizzo
di queste tecniche, mentre in questo caso sono le costanti.

In secondo luogo, avendo I'usale prodotto scalare di L2, notiamo che se ¢ & nel kernel di A,
si ha:

(0, W) = (o, A®) = (AT, ®) = 0

da cui ¥ dev’essere ortogonale anche al kernel dell’aggiunto di A. Questo significa che un’operatore
A che soddisfa le ipotesi del teorema 3.2.1 e 'aggiunto A" hanno lo stesso kernel, che sono le
costanti®.

Queste due considerazioni sono estendibili anche al caso in cui ® sia un vettore di funzioni
a D componenti. In tal caso, indicizzandole esplicitamente con ®,, questo stara in uno spazio
vettoriale che e ngl L2[C), con le componenti e le loro derivate soddisfacenti le solite condizioni

3In verita, in letteratura (v. [18]) viene presentato il teorema 3.2.1 partendo da quest’aspetto di ortogonalita al kernel
dell’aggiunto come condizione necessaria e sufficiente per la risolubilita dell’equazione non omogenea per 'operatore
A; questo fatto € mostrato essere una diretta conseguenza su A dell’alternativa di Fredholm. L'approccio qui presentato
segue invece [19], ed & quello pil significativo per le nostre applicazioni poiché pone enfasi sul legame tra condizione
di risolubilita e presenza di termini secolari.
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periodiche ai bordi. Si puo allora definire in questo insieme il prodotto scalare:
D
@,¥):=) | ®,¥,d"x
p=1JC

Allora la condizione (¥), essendo la media intesa componente per componente, implica che il
prodotto scalare di ¥ per un generico vettore della forma

C1

C2

cioe Zi’:l ¢y Jo ¥ d" x sia nullo. Ma i vettori costanti come gia detto costituiscono il kernel dell’o-
peratore A citato nel teorema.

Infine, troviamo I'espressione di At che sara una matrice di operatori differenziali.

D D D
@A) = Y | ©uAn Y d"x= Y [ Al 0pv,d"x=] ¥ (ALVq)ﬂ)wvd”x;:(A*qn,W)
uv=1vC u,v=1vC Cuv=1

avendo indicato con ALV I'aggiunto dell’operatore differenziale componente che sta alla y-esima
riga e v-esima colonna di A. L'aggiunto di un A siffatto cioe e la matrice le cui componenti sono
le aggiunte di quelle della matrice originaria e poi trasposte. La condizione di risolubilita implica
che V¥ sia ortogonale anche al kernel di A", che & costituito ancora dalle costanti se A soddisfa le
ipotesi del teorema 3.2.1.

3.2.2 Equazione del calore

Come semplice esempio introduttivo [3], consideriamo I'equazione del calore in una dimen-
sione. Si abbia una sbarra di diffusivita termica k(x), la cui struttura a piccola scala e periodica,
diciamo di periodo 27, percio tali saranno le sue proprieta fisiche e in particolare la stessa k(x);
essa sia anche estremamente piu lunga di 277, idealmente, infinitevolte 2z (come se si guardassero
le proprieta della sbarra macroscopicamente rispetto al suo periodo; essa ovviamente sara lunga
moltissimi ordini di grandezza di volte rispetto ad esso, che quindi si pu0 considerare un tratto
di lunghezza infinitesimo in tali condizioni). Le sue estremita siano mantenute a temperature
costanti rispettivamente 7(x;) e T(xp).

Lequazione e:

0/T =0x[k(x)047] = _ax]q (3.9

essendo J; = —k(x)0,T.

Utilizziamo dapprima un approccio euristico. Siamo interessati a soluzioni stazionarie, quindi
raggiunte dopo il transiente temporale, trattandosi di un processo diffusivo. Naturalmente, che
cio avvenga per 'equazione in questione dovrebbe essere dimostrato: noilo assumeremo a priori.
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Se il termine di derivata temporale e nullo, significa che tale & anche la derivata spaziale della
corrente di calore, che quindi risultera assumere il valore costante nello spazio e nel tempo J;:
in regime stazionario si avrebbe cioe k(x)d,t = cost.. Osserviamo inoltre che data la periodicita
della funzione k(x) 'equazione k(x)0,t = cost. mostra che la soluzione 7(x) ha le derivate con
stessa periodicita di k(x). Cio intuitivamente, suggerisce che la temperatura presenti una qualche
modulazione descrivibile con una piccola scala data dalla periodicita della diffusivita termica, e
un’altra variazione descritta da una scala molto piu grande. Si avrebbe nelle suddette condizioni

a grandi scale:
()=t =Ty [ A =y )<i>
T(x2) —7(x1) = 7). koo q(x2 —x1 K0/

1 \_ 1 r2m dx . . . N
con{zm) =37 Jo %oy Allora vista in grande scala la corrente di calore sara

]:_T(xz)—r(xl) 1 _ te)-1(a) g
q X2 — X1 <ﬁ> X2 — X1

cioe l'ordinaria corrente termica in cui le proprieta di non uniformita spaziale sono state assorbite
in una nuova diffusivita termica consistente nella media armonica sul periodo della diffusivita
iniziale a piccola scala.

Vediamo come ottenere questo risultato utilizzando rigorosamente le scale multiple. Sup-
poniamo allora uno sviluppo perturbativo della funzione incognita di temperatura della forma
To(x, 6, X, T)+et1(x, 6, X, T) + ezrz(x, t, X, T) + O(e?), essendo insieme alle sue derivate coinvolte
periodica nelle variabili veloci ad ogni ordine. Analogamente a quanto fatto per i problemi pertur-
bati, saremo interessati alla soluzione all’ordine 0. Inoltre, supponiamo che le variabili di grande
scala siano taliche X =ex, T =¢?t;la dipendenza quadratica della variabile temporale dal para-
metro € scelta in base a considerazioni di simmetria e dimensionali del problema: in questo caso
si vuole arrivare a un’equazione finale della diffusione.

Le derivate allora risultano essere 0; — 0; + 625T ey — 0+ €5X. Inserendo nella (3.9), otte-
niamo come al solito la gerarchia dei vari ordini. L'ordine 0 &

al‘TO(T» Xy t» x) = ax[k(X)axTO(Ty X» L, x)]

A differenza del caso in una dimensione emerge subito la prima differenza. In piti dimensioni,
puo capitare che gia I'ordine 0 risulti essere un’equazione alle derivate parziali, la cui soluzione
solitamente e ardua, sia per la difficolta di trovare un'integrale generale sia anche solo per tenere
conto delle eventuali condizioni al contorno. Tuttavia, in questo caso semplici considerazioni di
simmetria del problema possono chiarire e delineare la questione.

Soffermiamoci sulle periodicita da porre delle variabili veloci. Rispetto alla x, notiamo che
I'equazione puo esser scritta come 0,7 = (0, k)07 + k@fcr, e quindi avendo i coefficienti in x perio-
dici di 27, ci troviamo in una situazione analoga a quella vista per il flusso di Kolmogorov: valgono
allora analoghe conclusioni per la periodicita nelle variabile veloce x rispetto a quella della diffu-
sivita. Per quanto riguarda t, non vi € una periodicita particolare indotta da una tale caratteristica
dei coefficienti rispetto a questa variabile; tuttavia, data la linearita dell’equazione e la costanza
dei coefficienti rispetto a t, possiamo effettuare la trasformata di Fourier di entrambi i membri ri-
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spetto al tempo veloce: questo porta che possiamo focalizzare |'attenzione grazie al principio di
sovrapposizione su ogni modo normale che, nel tempo, pu0 avere una periodicita arbitraria, do-
vuta al fatto che su w non ci sono vincoli. Tale ragionamento puo esser ripetuto ovviamente per
gli ordini successivi, dato che solo le derivate veloci agiranno sul termine di ordine piu alto dello
sviluppo 7.

Tutto questo mostra comunque come sia necessario, per un corretto risultato, che la scala di
modulazione lenta sia ben distinta da quella veloce nell’andamento della funzione #, in particolare
estremamente pill grande, in modo che ci si trovi il regime ¢ — 0%, condizione senza la quale il
multiscala fallisce la sua convergenza alla soluzione esatta.

Perl'ordine 0 in particolare vale il seguente risultato importante. Scriviamo 7 = (To) + 79, dove
(...) € la media spazio-temporale sui periodi in t e x. Chiaramente Ty ha media nulla.

Teorema 3.2.2. Lunica soluzione dell’'ordine 0 per le fluttuazioni a media nulla con le condizioni
di periodicita poste é Ty = 0.

Dimostrazione. Indichiamo con (...), la media solamente sul periodo spaziale. Sappiamo che 7

ha integrale sul periodo spaziale C nullo. Essendo 7 periodica nelle variabili spaziali, possiamo

+oo

. . . . . ~ = j2nn . .
svilupparla in serie di Fourier To(x, ) = Y.} 2  Ton(t)e' ¢ * e, essendo assente il coefficiente per

n =0, si pud scrivere ¥ o n?(Fon(1)1? = £ 52 o [Ton (912, Per lidentita di Parseval, (72 (x, 1)) =

n=—00 n=—o0

0 o |Ton(2)|? e, potendo derivare la serie di Fourier termine a termine per le supposte condizio-
. qs T . . ~ 2 = N
ni di periodicita della funzione e delle derivate, (|00 (x, 1)) = ¥ 1> o (22)” n?|Ton(1)|?. Da cid,

otteniamo la seguente diseguaglianza di Poincare:

2 2
(10:F0(x, )2 = (E”) (F2(x, D)

Posto tutto cio, moltiplichiamo per 7y entrambi i membri dell’equazione dell’ordine 0 per la flut-
tuazione, sfruttando al regola di derivazione delle funzioni composte, e integriamo sulle periodi-
cita spaziali:

1
5<aﬁg>x = (0:[kZFg05ToNx — (k(0x70)*) x < —((0xT0)*) xminyeck

I termine barrato & nullo per il teorema fondamentale del calcolo integrale e avendo condizioni
periodiche in k, 7 e nella sua derivata in x. La diseguaglianza invece viene dal fatto che, essen-
do sia k che (0,7¢)? sempre positive, si ha fc k(0,T0)%dx = fc(axfg)zdx[minxeck]. Percio, dalla
diseguaglianza di Poincare:

2

1 27 2
5(%(?(2));5 a (E) (T5)xmingeck = (To)x < ¢ e~21(F) minkeck _,

t—+00 0

Ma la fluttuazione T, e periodica anche nel tempo per costruzione: allora 7o =0Vt O

La soluzione dell’ordine 0 risulta allora 7oy = {7¢), cio€ 7 & costante rispetto alle variabili veloci.
Inoltre, cio mostra che il kernel dell’operatore dell’equazione del calore rispetto alle variabili veloci
sulle funzioni periodiche e limitate sono le costanti, e pertanto la sua restrizione alle funzioni a
media nulla ha kernel vuoto (solo ’elemento 0 ¢ la costante a media nulla).

4per chiarire concettualmente e intuitivamente, potremmo utilizzare I'analogia con l'interferenza tra due onde
lineari, fenomeno che risulta trascurabile quanto piu le frequenze son differenti tra loro.
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Lequazione dell’ordine 1 é:
_al‘Tl (x» L, Ty X) + ax[k(x)ale(xy t, Ty X)] = _ax[k(x)aXTO(Ty X)] - k(x)aXEXTO(X» T)

Essendo l'operatore dell’equazione del calore considerata rientrante nella casistica del teorema
3.2.1, possiamo scrivere la condizione di risolubilita. A quest’ordine pero, essa porta alla trivialita
0=0. Comunque, mediamo l'ordine 1 integrando sul periodo temporale. Si ha allora, indicando
cio con {...)¢:

0x[k0x(71) (] = ~0x[kdxT0],

e risulta un’equazione differenziale ordinaria non omogenea per (1), che ¢ la stessa situazione
in cui ci trovavamo nel caso delle equazioni differenziali ordinarie in cui si volevano risommare i
termini secolari. Comunque, tale equazione raccogliendo la derivata rispetto a x, implica che:

F3(X,T)

0.(T1) ¢ +0xTo = k0

~ 1
= (0x70) = F3(X, T)<m> (3.10)

dove si e effettuatala media integrando sulla periodicita spaziale C e si e sfruttato che 7 € costante
rispetto a x, mentre fc 0.(T1)¢dx = 0 ancora banalmente per il teorema fondamentale del calcolo
integrale.

Lordine 2, infine:

—0,T2(x, 1, X, T) + 0, [k(x)0,72(x, 1, T, X)] =
= 0, [k(X)0xT1(x, T, X)] - [k(x)0x0,T1 (x, T, X)] — Ox [k(x)0x7o(T, X)] = 0770 (X, T)

Otteniamo ancora la condizione di risolubilita mediando entrambi i membri spazio-temporalmente;
integrando ulteriormente sul periodo temporale e scambiando le due medie si ottiene:

Ox (k0 (T1) ) +0x(kdxTo) —O7To =0 (3.11)

Esplicitiamo F; dall’equazione destra delle (3.10) e inseriamola in quella a sinistra, ottenendo:

5)(‘[0
k(x) <ﬁ>

Da quest’ultima poi, sostituiamo 0,(71); nella (3.11), giungendo finalmente a:

0y (T1) +0xTo =

1
L
< k(x) >

dove si e tenuto conto del risultato dell’ordine 0 che 7y = (1), ed & cid che avevamo ottenuto

07 (T0) = 05 (to) := k05 (x0) (3.12)

con 'argomento euristico. k¥ & detta diffusivita termica vestita o rinormalizzata (eddy diffusivi-
ty), per la quale le medie armoniche spazio-temporale e spaziale coincidono poiché la diffusivita
originaria non dipendeva dal tempo.
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3.2.3 Turbolenza dello scalare passivo

Consideriamo un inquinante in un fluido incompressibile in moto a velocita v. La traiettoria
di ogni particella di inquinante nel modello di Einstein-Smoluchowski sara data da:

dx; =v;Xx, t)dt+0,-j(x, t)de (3.13)

cioe gli spostamenti delle particelle hanno un contributo dovuto al campo di velocita del fluido da
cui son trascinate e un altro di natura casuale, con W processo di Wiener, il processo caratteristico
del moto browniano, caratterizzato dalla condizione iniziale Wy = 0, avente in ogni istante una
distribuzione di probabilita gaussiana di media 0 e varianza t e tale che in un certo intervallo di
tempo non abbia memoria della sua realizzazione negli intervalli di tempo precedenti. L'equazio-
ne precedente & un’equazione differenziale stocasticanella variabile aleatoria x(#). Essa puo0 venir
anche scritta come [26]:

ax _ x, 1) +n(t)
ar ot

doveseo;; = V2Do6; j € un tensore isotropo e costante (cioe non c’e feedback nel processo alea-
torio x, che é il caso di nostro interesse), 1 € un rumore bianco, la derivata di un processo di
Wiener, avente quindi in ogni istante distribuzione gaussiana con media nulla e coefficiente di
autocorrelazione:

Mi(6)nj(t)) =2Db;;6(t—t")

dove la media & intesa sulle realizzazioni possibili in ogni istante. L'ultima versione dell’equazione
del moto mostra come nel modello di Einstein-Smoluchowski sia ritenuto trascurabile il termine
d’inerzia proporzionale all’accelerazione: si pud mostrare difatti che la velocita media decade con
un esponenziale negativo nel tempo a una costante [48,49]. Senza entrare nel dettaglio della teoria
delle equazioni differenziali stocastiche, che non € attinente da vicino ai nostri scopi, richiamiamo
che comungque la distribuzione di probabilita 0 del processo alla (3.13), e quindi la concentrazione
delle particelle nel flusso se la distribuzione viene normalizzata al numero totale di particelle, son
date dalla nota equaczione di Fokker-Planck:

0.0 +0;(v;0) = 8;0; | D;;0]

dove appunto Dij(x, t) = %Uik(x, t)akj (x,1).
Nel caso di nostro interesse, dove il processo & isotropo e caratterizzato da rumore bianco, si
ha D;j = Dyd;, e percio sfruttando anche che 9, v; = 0 dall'incompressibilita:

8,0 +v-V0 = DyV?0 (3.14)

La (3.14) é detta equazione dello scalare passivo, detta cosi perché lo scalare non interviene nella
dinamica del flusso stesso che quindi ne risulta indipendente. L'assenza di componente stocastica
nella (3.13) implicherebbe Dy = 0, e '’equazione si abbasserebbe di ordine nelle derivate spaziali.
Cio richiederebbe quindi una trattazione differente da quella che andremo ad esporre, e pertanto
non contempleremo questo caso.

Il problema dello scalare passivo € molto importante nello studio della turbolenza, perché

69



presenta molte proprieta simili alle equazioni di Navier-Stokes in tale regime: rotture delle sim-
metrie spontanee che poi vengono ripristinate in senso statistico quando la turbolenza ¢ total-
mente sviluppata; ’'andamento dello spettro energetico nelle frequenze, etc. Cio avviene ad alti
numeri di Péclet Pe:%—ﬁ. Notiamo pero che lo scalare passivo ha un’equazione lineare, a differenza
delle Navier-Stokes: questo prova come per indurre un comportamento caotico basti soltanto la
presenza di un termine advettivo nell’equazione.

Il fatto che la (3.14) sia lineare inoltre, implica che dato un flusso e una distribuzione di par-
ticelle soluzione di essa, una qualsiasi perturbazione a questa si propaga con la stessa dinamica
lineare, a differenza di quanto accadeva nelle equazioni di Navier-Stokes che sono non lineari. Per-
cio per studiare la stabilita delle soluzioni della (3.14) é sufficiente studiare le soluzioni generiche
della stessa.

Supponiamo che il flusso v sia periodico in tutte le direzioni e nel tempo, esteso idealmente in
tutto lo spazio; si noti che in tali condizioni, potendo scrivere, con {...) media sull'insieme di pe-
riodicita spazio-temporale, v = (v) +V, dove il primo addendo del membro a sinistra € una velocita
costante e il secondo una velocita a media nulla, esiste sempre un sistema di riferimento dove si
ha (v) = 0 sul periodo, e assumeremo percio tale proprieta.

Vogliamo studiare il comportamento della concentrazione su grandi lunghezze e a grandi tem-
pi [23,26]. Al solito, imponiamo 8 =0y (x, t,X, T)+€60,(x,t,X, T) +€20,(x,t,X, T) +..., con la consueta
relazione di periodicita tra le variabili veloci spaziali e temporali dello scalare e delle sue deriva-
te coinvolte e le periodicita del flusso; inoltre, come nell’equazione del calore, X =¢ex, T = €21,
Esplicitando le derivate nelle nuove variabili e ponendo 6y = () + 50 si ottiene all’oridne 0:

8,00 +v-Vy = DyV?0, (3.15)

Teorema 3.2.3. La (3.15) nelle condizioni di periodicita e media nulla poste ha solo la soluzione
50 =0

Dimostrazione. Indichiamo con (...)x la media solamente sui periodi spaziali. Sappiamo che 6 ha
integrale sui periodi spaziali nullo. Essendo 6o periodica nelle variabili spaziali, possiamo svilup-
parla in serie d1 Fourier 00 x, 1) = Yk Hgk(t)e’kx e, essendo assente il coefﬁc1ente per k =0, si puo
scrivere Y j k2|90k(t) 12 > ¥ 180k (1)|2. Per l'identita di Parseval, (02(x, DMx =Dk |90k( 1)|? e, potendo
derivare la serie di Fourier termine a termine per le supposte condizioni di periodicita della fun-
zione e delle derivate, (|VOy (X, £)2)x = ¥x k2|00 (£)|?. Da cid, otteniamo la seguente diseguaglianza
di Poincare:
(IVBo(x, 1)[*x = (65 (x, 1))

Posto tutto cid, moltiplichiamo la (3.15) per 0y, sfruttando la regola di derivazione delle funzioni
composte, e integriamo sulle periodicita spaziali:

1 ~ ~ ~ ~ o~ ~
5<at¢9§>x+ (Bov-F85)x = (L H0580T7x — Do{|VOo|*)x

Il secondo termine barrato e nullo avendo usato il teorema della divergenza e che il flusso uscente
da un iper-rettangolo in cui l'integrando assume gli stessi valori sulle facce opposte e nullo. Il
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primo barrato invece, si annulla poiché:

(Bov-VOo)x = (V-O2Tyx — B0V - Vg ])x = —(B29-V5y — (Bov- VOo)x

Percio, dalla diseguaglianza di Poincareé:
1 .~ ~ ~ _
5(0100)x = ~Do@p)x = Bp)x = Ce ™™ =100

Ma la fluttuazione 6, & periodica anche nel tempo per costruzione: allora 8 = 0V t O

Da cio segue che 8y = (0)), cioe e costante nelle variabili veloci. Le costanti rappresentano
pertanto il kernel dell’operatore dello scalare passivo sulle funzioni con le gia dette caratteristi-
che di periodicita, e pertanto analogamente all’equazione del calore sara possibile scriverne la
condizione di risolubilita ad ogni ordine.

Lordine 1 della gerarchia e:
Ot()l +V'V91 —D0V201 = —V-%(Q())

Effettuando la media di entrambi i membri sul dominio di periodicita spazio-temporale pero si
vede che in questo caso si arriva alla banalita 0 = 0, essendo V2 = V-V, V() costante nelle variabili
veloci e (v) =0.

Lordine 2 é:
0,02 +V-V0, — DoV?0, = —07(0g) —v- VO, + DoV*(0p) +2DoV -V,
e la condizione di risolubilita che se ne ottiene é:
01(00) +V -(v01) = Do V() (3.16)

Torniamo ora all’ordine 1. Osserviamo che esso ¢ un’equazione differenziale non omogenea. La
soluzione & data dall'integrale generale dell’'omogenea pili una soluzione particolare dell’equa-
zione completa. Data la separazione delle variabili veloci e lente nel termine non omogeneo, per
trovarla si puo risolvere considerando prima le tre separate equazioni :

0:x+v-Vy—DogV?y =-v (3.17)

risolverle con le condizioni al contorno di periodicita per trovare le tre componenti del campo vet-
toriale y e infine considerare la somma delle tre componenti ognuna moltiplicata per un fattore
0;(0), che dipende solo dalle variabili lente e quindi rappresenta una costante rispetto a quelle ve-
loci: si ottiene cioe y-V (o), che perlalinearita, sara essa stessa una soluzione dell’equazione com-
pleta. Per quanto riguarda la soluzione generale dell’equazione omogenea, abbiamo gia visto che
I'operatore dell’equazione dello scalare passivo, sulle funzioni periodiche, ha come kernel le co-
stanti; agendo quindi all’ordine 1 rispetto alle variabili veloci, I'integrale generale dell’omogenea
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associata sara una generica 63 (X, T, e l'integrale generale dell’ordine 1 quindi:
01x,,X, T) =07 +V{Op) - x
Inserendo quest’ultima nella (3.16), sfruttando ancora che (v) = 0, si ottiene:
07(00) = D{;0:0¢00) (3.18)

dove la parte mediata, i cui indici sono contratti con quelli simmetrici delle due derivate ij, &
stata scritta in modo da produrre un tensore simmetrico ij, il tensore di diffusivita vestita o
rinormalizzata (eddy diffusivity tensor):

1
D}, = Dobij— 2 [Cvix ) +xiv))]

la cui anisotropia € dovuta al fatto che il flusso non € invariante per rotazioni (lo diverrebbe se fosse
nullo). Ovviamente per conoscerlo bisogna risolvere 'equazione ausiliaria (3.17). Moltiplicando
ogni componente i di quest’ultima per y ;, aggiungendo 'analoga espressione con indici scambiati
e mediando sulle periodicita delle loro variabili veloci si ottiene:

0Ty + kORI + (Vix i) + (Vjxi) — Do(xiV2xj+x,;Vxi) =0
Tenendo conto delle relazioni y ;V2y; = 0;(x;0;x ;) — (01x:)(0;x ;) diventa:
(Uix ) +<vjxi) = —2Do(01xi){01X )
Percio la diffusivita vestita e scrivibile anche come:
ij =Dgb;j+ Do(01x:i)<01x ;)

Studiamo orala relazione di dispersione dell’equazione rinormalizzata con questa diffusivita. Ope-
rando la trasformata di Fourier di entrambi i membri, si ottiene facilmente —iw = —ijKiK j- Ma
le componenti di ij sono una 6;; sommata a una matrice della forma A;; A;; = AT A, dover A; je
reale; pertanto K; A;; Aj;K; = KTAT AK = ZnKTATene,TlAK = Zn(e,:gAK)2 >0, dove e,, € una base
di R" e si € usata la relazione di completezza. Pertanto ij risulta definita positiva, e cosi —iw € un
numero reale >0: 'equazione ha sempre soluzioni stabili, e i modi normali con K # 0 decadono nel
tempo a 0, lasciando solo il modo costante a K = 0, che rappresenta quindi la generica soluzione
asintotica.

Tuttavia, sappiamo che I'equazione della diffusione (3.18) non presenta alcun tipo di anda-
mento caotico, mentre per lo scalare passivo cio si vede sia sperimentalmente sia nell’equazione
di partenza (3.14), come gia detto, ad alti numeri di Peclét. Questo significa che le perturbazioni
che portano ad un andamento caotico non sono previste dall’analisi a scale multiple. Questa tec-
nica fallisce in tale regime poiché non esiste pili una separazione di scala sufficientemente netta
da far si che % =€— 0% = €% — 0, e pertanto lo sviluppo a scale multiple non converge pit1 alla
soluzione esatta, cadendo le sue ipotesi di validita.

72



3.2.4 Viscosita vestita e stabilita lineare del flusso di Kolmogorov newtoniano

In base ai precedenti due esempi, potremmo applicare il multiscala alla stabilita lineare di
un flusso periodicizzato, tentando di ricondurci a un’equazione diffusiva. Una volta arrivati alla
relazione finale a grande scale, con i parametri rinormalizzati, essi possono dare informazioni
sulla stabilita lineare o meno del flusso.

Mostriamo come esempio quanto detto sul caso del flusso di Kolmogorov newtoniano. E’ con-
veniente scrivere il termine advettivo come v;0;v; = d;(v;v;), dove come al solito abbiamo sfrut-
tato che d;v; = 0. Pertanto, si avra per il flusso base perturbato, indicando con U il punto fisso
e v la perturbazione U;0;v; + v;0;U; = 0;(U;vj + U;v;). Le equazioni perturbate allora vengono

riscritte come:
0iv; =0

a.
atl/i+aj(Ujl/i+Uil/j) = —l—p+/,t6jajl/i
o

Prendiamo le equazioni di stabilita lineare e sviluppiamo a scale multiple le perturbazioni :

v=Y eV, (x,y,t,X,Y,T), p=Y X% e"pu(x,y,t,X,Y,T), ancora con X~: ex, Y =€y, T = 625, e
le derivate parziali nelle nuove variabili indotte nel modo gia visto 0, +€dx, 0y +€dy e 0, + €20r.
Come nei precedenti casi di equazione diffusiva, siamo interessati ad arrivare all’ordine 2 in €.

La periodicita lungo y sara nella solita relazione rispetto a quella del punto fisso, analoga-
mente a quanto fatto per le condizioni al contorno nella risoluzione lineare numerica. Per quan-
to gia detto nei precedenti esempi, dipendendo i coefficienti solo da y, possiamo scegliere una
periodicita arbitraria lungo t e x. Mostriamo che questo ¢ irrilevante, e che alla fine I'unica sca-
la veloce che compare e quella in y, poiché e presente la piccola scala del problema data dalla
periodicita del flusso di Kolmogorov. Infatti, operando le suddette sostituzioni, si puo integrare
ambo i membri sui periodi arbitrari in t e x; non dipendendo alcun coefficiente da queste varia-
bili, ed essendo quindi le equazioni composte soltanto da termini di derivata in queste variabili
(040,0xp,0x(Uxv;j + Ujvy),...), essi verranno cancellati in virtu delle periodicita e sopravvivera
un’equazione contente solo la variabile veloce y e le varie grandezze mediate sul periodo x e t.
Cio non influisce sul cercato risultato finale, cioé 'andamento delle grandezze mediate su tutte le
periodicita, come visto nei precedenti esempi; pertanto potremo considerare le equazioni per le
quantita (v,) s (Pn)xs, che per snellire la notazione continueremo a indicare con v,(y, X, Y, T) e
pn(y, X, Y, T).

Le equazioni all’ordine 0 allora, ricordando che U = (U sin %, 0), sono:

ayl)() =0

0y (Uxvo) = pd’y ug (3.19)
0 Po

0=-—-"2 +p0§,vo

La prima equazione da vy = (vy), la terza allora py = (pg), mentre dalla seconda otteniamo che

Ug = —% cos% + Ay + B, ma tenendo conto della condizione di periodicita dev’essere A=0 e
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mediando si vede che B = (u); percio in sintesi al primo ordine:

UL
- :}O) COS% + (up) vo = (Vo) Po = {po) (3.20)

Ug =

Le equazioni all’ordine 1 in € sono invece:

ayl}l = —axuo—ayl}o

0y Uy v1) — 0% uy = 29 (U ug) ~ By (U vo) —b'x% +2010,dy g a2

—;102 V) = —ax(Ux Vo) —gy% +2,u6y5y Vo

Qui come gia visto troviamo delle equazioni differenziali con termini non omogenei. Che esse
siano composte da termini della forma 0;¢ lo si vede direttamente. Per quanto riguarda il kernel,
verificare che le costanti vi appartengano & ancora banale, ma in questo caso, avendo a che fare
con un sistema a coefficienti non costanti, & molto piti complicato invece verificare che soltanto
le costanti costituiscano il kernel, e che quindi la restrizione dell’operatore alle funzioni a media
nulla sia invertibile. Procedendo come negli esempi precedenti pero, effettuando cioe ad ogni
ordine la media di entrambi i membri del sistema sul periodo in y, si ottiene ancora la condizione
necessaria a cui devon soddisfare le soluzioni che i termini omogenei devon esser ortogonali alle
costanti, cioé a media nulla; da cio si possono ottenere le soluzioni esplicite di u, v e p rispetto
alle variabili veloci soddisfacenti in queste ultime le corrette condizioni al contorno di periodicita,
verificando quindi che effettivamente la condizione di media nulla oltre ad esser necessaria & pure
sufficiente per la soluzione del problema.

Osservando che sono nulli gli integrali sulla periodicita in y di U,vg = (vg) sin% e di ugUy,

che contiene la somma di un termine analogo al precedente e di uno del tipo o< cos JZ’ sin JZ’ =sin 2%:
0x(ug) + 0y (vg) =0
Oxpo=0 (3.22)

dypo=0

Otteniamo quindi che py non compare in nessun ordine, venendo cancellata nelle equazioni del-
I'ordine 0 per I'indipendenza da y e dell’ordine 1 per 'indipendenza da X e Y. Integrando la prima
delle (3.21) si ottiene:

UL? < = 3
v = 7aX(yo) sin% — (0x(uo) + 0y (vo)) y + (v1)

dove si puo cancellare il secondo termine proporzionale a y in virtu della prima delle (3.22). In-
serendo I'espressione cosi ottenuta e quelle dell’ordine 0 nella seconda delle (3.21), dopo aver
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cancellato i termini nulli, si puo integrare due volte per ottenere u;:

U?I?
ay( p sin l/OX(UO)+U<1}1)Slny) ,u62u1

U%Lo 5
(ﬂsinycos%—Uax(uo)sm%) Usin — ay(U0> 20 aY(UL<V0>COS%)

U212
M+U(vl>sm——uayul (7XM+2UL6X<LLO>COS—) 6y(UL<v0)cos )

UL UL? ~ UL? ~
u = ——<vl>cosZ —2——0x{uUp)sin = Y + —ay<u0> sin = Y +Ay+B
u L u L u L

dove ancora nel’ultima, si pone A=0 per la periodicita e B=(u;) per la media. In definitiva:
UL UL? < %~ I
= ——(vycos L — (27 (ug) - ——By (vod |sin L + (1) v1 = ——dx(vp)sin L+ (vy)
% L K % L K L
(3.23)
Dalla terza delle (3.21) potremmo ricavare anche pi; cid perd non e necessario, in virtli dei pas-
saggi seguenti che effettueremo sulle prossime equazioni.

1 secondo ordine in € infine:
ayl)z = —5Xu1 —5yl)1
5Tu0 +25)((Uxu1) +5y(Ux V1) +0y(Ux V) = —5)(% +u(5§(u0 +0§u2 +20y5yu1 +5§,u0) (3.24)

5TUO+5X(UXU1)=—6), P 5y% +,u(6XU0+6 U2+26y6yv1 +6Yl/0)

Effettuando la media sul periodo spaziale delle ultime due si ottiene:

07up) +20x Uy tuy) +0y(Uyvy) = —0 + (0% (uo) + 0% (up))

~ (p»
X
P (3.25)

+ (0% (Vo) + 0% (Vo))

07(vo) +0x(Uyvy) = —0y <’;1>

Questo rappresenta un sistema di equazioni per (vy); infatti (U,v;) possono esser calcolati espli-
citamente avendo trovato in precedenza le espressioni nella variabile veloce y di v;:

272 _ 272
(Uxuy) =— o (20x (upy — 0y (vo)) = - 0x{ug)
U212 <
(Uxv1) = 0x{vo)
2p

dove nell’'ultima eguaglianza della prima si e sfruttata la continuita all’ordine 1 mediata. Inserendo
tutto nella seconda e terza delle (3.25) e con anche la continuita mediata al primo ordine, che viene
anche sfruttata per utilizzare che dydx(vg) = —Gi(uo), otteniamo un sistema di 3 equazioni nelle
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incognite (up), (Vo) e (p), che quindi rappresenta un problema chiuso:

Ox(ug) + 0y (Vo) =0

2L2~ ~ {py) " _
o 0%(”0)—0X%+M(0§((u0)+0§/(u0))
272

~ U-“L
0r{vg) = —
24

drug) =

05 (vo) —”éy(%” + (05 (vo) + 0% (Vo))

Dalla prima si vede che le velocita mediate nelle variabili veloci ammettono un potenziale vettore,
la funzione corrente a grande scala:

(o) =0y¥  (vp) = —0x¥

Derivando quindi la seconda equazione del sistema rispetto a Y e sottraendole la terza derivata
per X, sostituendo poi la funzione corrente si elimina la pressione ricavando:

U?L?
2p

51@ + 3w = p@ 4283 + 3w+ L L gy
(0% +0y)¥ = p(0x +20%0y +0y)¥ + o X%

0w (3.26)

che e scrivibile come:

I 3R 2 yw_,E 3333

aT(OX +6Y)\P = ,ul.jklaiajakal\l’
Il tensore ,ufj «; ha le dimensioni di una viscosita cinematica, ed & pertanto detto viscosita vestita
o rinormalizzata (eddy viscosity). Per come ¢ definita la funzione corrente, appare ovvio che le

velocita non esplodono nel tempo se essa stessa non esplode e viceversa. Pertanto potremmo
studiare la relazione di dispersione della (3.26). che ¢ lineare, e indagarne la stabilita.

Come gia visto, dobbiamo indagare per ogni modo normale ¥ye!KxX+KyY=0T) q] segno di
iQ, che infatti risulta essere un numero reale:

7U%12

iQIK% + K2 = plKy +2K5 K5 + Kyl + K3 K% -
cioe studiare il segno del secondo membro, dal momento che la quantita Kf( + Klz, non influisce
sul segno di Q. Passando a variabili adimensionali e dividendo per Kf,:

(1 Re) 5 (2 7Re) 1
— —— || —+— s+ —
Re 2 Re 2 Re

K% . N . . N
dove s = £5; il flusso & stabile a grande scala se iQ = as®>+bs+c >0 Vs =0. Certamente, dovra

Y
essere a>0, affinché | polinomio tenda a +oo se s — +o0o. Tracciando il grafico del polinomio sul
piano cartesiano (che risultera quindi una parabola ), si vede quindi che la parte per s positive € = 0
o se la parabola ha al pil1 un punto in comune con I'asse x ed & sempre positiva (a > 0, b*> —4ac < 0),
—b+vb*-4ac _ 0in
2a -

quanto e sufficiente che la radice maggiore sia negativa; quest’ultima in particolare, risolvendo il

oppure se € positiva per s = 0 e le intersezioni con I'asse x sono ad s < 0 (a>0,

sistema di disequazioni e banale verificare che e equivalente a dire che a>0, b= 0, ¢ =0, b%-4ac=
0).
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49Re’
4
o meno dipende solo da a, e in particolare a>0 se:

In questo caso, b* —4ac = +16 > 0, b>0 e c>0, dal momento che Re>0. Quindi la stabilita

1 Re
e >0 = Re<V2
che e il risultato analitico noto dall’analisi di [10] e dai calcoli numerici presentati, conferman-
do quindi che le perturbazioni che danno origine all'instabilita nel flusso di Kolmogorov sono a
grande scala. Per Re>\/2, esistono valori di s per cui il flusso viene amplificato, e risulta quindi
instabile. Che cio accada non viola il secondo principio della termodinamica: siamo infatti in re-
gime linearizzato, e la trattazione completa delle equazioni non lineari presenterebbe da un certo
punto in poi un meccanismo di saturazione e/o bilanciamento dovuto proprio ai termini suddetti.

Soffermiamoci su cosa accade per Re— /2 ", Nell'intorno destro di questo valore, a<0, e quin-

. . . . —b—-Vbh2- N oy . .
di la radice maggiore diventa %4‘”, che e allora sempre positiva e tende a +oo, poiché per

quanto detto in precedenza a — 0~ e —b — V' b? —4ac<0 strettamente. Laltra radice =b+vbr-dac ”zb;_‘mc
€ sempre negativa e quindi non e da considerare: infatti per esser positiva si dovrebbe avere
c<0 che non & possibile. Percid quando Re si avvicina a v/2 dall’alto, il flusso diventa stabile per
perturbazioni con s superioria un certo My, 7+ — +00.

Osserviamo perd che, avendo (1) = i Ky Woe! KxX+H KV =QT) o (1) = _j Ky el KxX+KyY-0T)
e che u diretta lungo x € parallela al flusso base, si ha che I'angolo 8 formato tra la perturbazione

2
e il punto fisso & tale che tan?6 = % = 5. Ma allora quanto detto significa che per valori di Re
0

tendenti a v2 +, tan?6 — +oo quando s — +oo, cioe la perturbazione tende ad essere ortogonale
al flusso base. Questo e proprio cio che e previsto anche dal calcolo numerico: infatti nell’intorno
destro del Reynolds suddetto, e per ky, — 0, che significava appunto s’ = k,/ ky — 0, vedevamo una
perturbazione con u a media nulla sulla piccola scala (periodo del flusso base) e v costante diversa
da zero, cioé proprio una perturbazione ortogonale su grande scala.

Lindipendenza dal segno dell'angolo (tan?) riflette la linearita delle equazioni di stabilita,
che possono esser moltiplicate per -1, ottenendo una perturbazione con stessi fattori di crescita e
numeri d’onda.

77



78



Capitolo 4

Le scale multiple per il flusso di
Kolmogorov in casi non newtoniani

Quanto mostrato nel capitolo precedente sulla stabilita del flusso di Kolmogorov newtoniano
puo essere replicato per studiare la stabilita a grande scala per i casi non newtoniani qua affron-
tati ed eventualmente fare dei paragoni con il caso esatto calcolato numericamente. Difatti, si
puo notare come il membro sinistro della (3.26) sia disceso dal termine 0;v, e dal gradiente della
pressione sul quale si sono fatte le derivate incrociate per cancellarlo, e quindi non dipende ne
dal flusso base ne dal modello di fluido. Pertanto, I'informazione del flusso base considerato e
sulla reologia € contenuta interamente nella viscosita rinormalizzata, che sara la grandezza che
caratterizzera il problema.

I passaggi, che son stati mostrati con cura per il caso newtoniano, sono dal punto di vista del-
I'algoritmo gli stessi, con la differenza che avendo a che fare con un’espressione reologica e delle
equazioni del moto molto piti complesse, i calcoli stessi saranno estremamente pitu laboriosi, e
di fatto sono affrontabili in maniera sicura solo tramite I'utilizzo di software manipolatori (Maple,
Mathematica).

Riprendiamo quindi il modello di Carreau-Bird. Soffermiamoci sulla parte di sforzi viscosi
delle equazioni perturbate linearizzate. Come gia detto per scriverla innanzitutto perturbiamo la
divergenza del tensore degli sforzi viscosi, che quindi risulta d; [ (0;(Vj + v;) +0;(V; + v;))]| som-
ma dell’ordine 0 u© calcolato nel flusso base e u'V consistente nel primo ordine dello sviluppo di
Taylor rispetto alla perturbazione d; j; successivamente, trascuriamo i prodotti di perturbazioni,
ottenendo:

31 @:Vj +0; V)l +0; [ @;vj+0,v)] +0; [ (8; Vj +0; V)]

che, dopo che le ¢ stato sottratto il termine viscoso del flusso base, risulta:
a]‘ [2/1(0) dij] +6j [Zl.l(l)Dij] = 6]‘ lij
Ne consegue che le equazioni di stabilita lineare possono esser scritte come:
ai Vi = 0

0:
atl/i+aj(Ujl/i+Uil/j) :_1719 +6jtij
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che quindi ancora una volta risulta formata da termini di derivata e divergenza. Inseriamo quindi
il solito sviluppo a scale multiple con le gia dette periodicita sulel variabili velociv = z;g% e'vu(x, 3,6, X,Y, 1),
p=Y X€"pn(x,y,t,X,Y,T),ancoracon X =ex, Y =€y, T = €?t, e le derivate parziali nelle nuove
variabili indotte nel modo gia visto 9, + 65)(, 0y + 65y e0;+ 625T. Siamo interessati ad arrivare
all’ordine 2 in e. Come mostrato nel caso newtoniano, mediando ad ogni ordine sulle arbitrarie
periodicita in x e t, dipendendo i coefficienti non costanti solo da y in ogni termine, grazie alle
condizioni periodiche su tutte le grandezze e le loro derivate si annullano i termini di derivata
rispetto a x e t e si ricavano equazioni ad ogni ordine per le grandezze (v;) s, (Pn)x: dipendenti
solo day, che per snellire la notazione continueremo a indicare conv,(y,X,Y,T) e pn(y, X, Y, T),
rimanendo da verificare il comportamento di queste ultime mediate anche sulla periodicita in y.
Analogamente a quanto fatto per il caso newtoniano, al primo e secondo ordine eseguiremo la
media sulla periodicita della variabile veloce y per ottenere la condizione che gli eventuali termini
comprendenti anche variabili lente siano a media nulla, sperimentando poi che effettivamente
questa condizione sara sufficiente per la risolubilita.
Le equazioni all’'ordine 0 allora, ricordando che U = (U sin %, 0), sono:

ayv():O

n-1 n-3
2 2

n-1
ay(vao):ay{umayuo+(uo—uoo) (1+24%(0,U)?) +4T/12(1+2)Lz(6yUx)2) 0y Uy)*

0= _aypo

40y {[ oo + (10— poo) (1 +2220,Up?) T |8,v0}
(4.1)
Dalla prima ancora segue che vy = (vy); inserendo questo nella terza si ottiene ancora che py =
(po); tenendo inoltre conto del risultato su vy nella seconda, si puo integrare una volta in y, isolare
i termini 0, ug e reintegrare per ottenere la soluzione dell’equazione come integrale indefinito su
cui le costanti vengono poi fissate con le condizioni al contorno:

(v)Ux+ A
uO:[ ol 1 &3 dy
Hoo + (o — 1oo) [ (142220, U?) T +425122 (1424200, U2) = (0, U]

Questo integrale & purtroppo non risolvibile esattamente. Pertanto I'unica possibilita di fare dei
calcoli analitici che rimane e verificare se il multiscala & valido almeno per piccoli A. Sviluppia-
mo quindi in serie di Taylor intorno a A = 0 'equazione della quantita di moto in x all’ordine 0.
Eseguendo tale sviluppo non si annulla nessun coefficiente davanti ai termini dell’equazione dif-
ferenziale, né scompare la dipendenza da qualche altro parametro o A = 0 rappresenta un punto di
singolarita per qualcuno di questi coefficienti; pertanto sembrerebbe che non siamo in presenza
di un limite singolare; tuttavia, cid in questo caso non & a priori comunque corretto poiché si sta
di fatto scambiando serie e integrale. Detto questo, calcoliamo la soluzione ed espandiamo que-
st'ultima ancora nell'intorno di A = 0. Scegliamo di eseguire degli sviluppi al terzo ordine, anche
se non compaiono termini < A3 per via della dipendenza esplicita da A?. La legittimita di questo
sviluppo, e quindi I'analiticita delle soluzioni in A = 0, con gli scambi di serie ed integrale che ne
conseguono durante i passaggi successivi, verranno verificati quindi alla fine se il calcolo coin-
cidera nel suddetto intorno con i risultati ottenuti precedentemente al calcolatore, entro i limiti
dell’errore numerico.
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Lequazione della quantita di moto in x al terzo ordine in A e:

n-1
0y (Uxvo) =0, {,uooay U + (o — Hoo) | 1 + GTAZ @, Ux)? +0(AY

Oyug}

Da cui

. ‘f WUy + A .
) oo (10 — o) [1+ 6751220, U2 + 0]

Eseguendo un ulteriore sviluppo fino al terzo ordine in A dell'integrando, si ottiene per u:

3 3 AUV A UL
—[—.Uoo+ ——+—),u<2x,(n—1)(—) ] y__ UL cos? + B+
200 2poo L) | poHeo Ho L
2 )2 -1 1 3 3 AU?L?
+'u°°4 (n—l)(v())UB’L3 5 + 5 COSSX—(——+—)(n—1)7ycoszsinz +O(/14)
L HoHoo  MoMo L 200 2Hoo MoHoo L L

dove A e B come al solito sono costanti rispetto alla sola variabile veloce y. Le condizioni al
contorno di periodicita e di media impongono che A =0, B = (uyp). In definitiva:

UL A ~1
ug = — {vo) cos L + (up) + 'u°°4 (n—-1){v)U°L? ;T —— cos* Y +01%)
Ho L L HoHoo  HoMeo L
vo = (Vo)
Po = {po)

Le equazioni all’ordine 1 in € sono pitt complesse di quelle dell’ordine 0 poiché bisogna so-
stituirvici le espressioni ricavate sopra. E’ bene trattarle una per una. La continuita come solito
risulta:

dyvy +5Xu0 +5yvo =0 :5X<uo> +5y<vo> =0

La seconda implica come nel caso newtoniano che esiste la funzione corrente a grande scala per
I'ordine 0. Inserendo nell’equazione di sinistra le espressioni di ug, vy, comparirebbe un termine
0x(ug) +0y{vy), che si puod cancellare in virtu della continuita mediata. Quindi si puo ricavare v;
integrando '’equazione differenziale in y:

ULy pA°

-1 1 V=
cosz — 2" (n-NU3L3|——+ cos® = | dx(vo) + OAY) =0, 1
po L L (uéuoo uouéo) L Y
da cui
UI?2 -1 1 sinZcos?Z 2sin)].
o= |——sin -2 A2 - YU | —+ — L L 2L Gug)+ A+ O(Y
Ho L HoHoo  HMoMg, 3 3

dove operando la media si trova che ancora la costante A = (vy).
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Lordine 1 della componente x:

0, (U vy) +23x (U ttg) + By (U v) = —5x%+

n-1
2

-1 n=3
(1+242(0,U,)?) +4"T)LZ(1+2A2(ayUx)2) 7 (0,Uy)?

Oyu1}+

ayuo} +

+ay{uw6ym&4uo—#m)

n-1 n-3
2 2

(1+24%(0,U)?)

1
+ 4”TA2 (1+2A200,U02) 7 (3,Uy)>2

+0y {,uooayuo + (Mo — Moo)

n-1 n-3
2 2

(1+24%0,Uy?)

-1
+ 4”TA2 (1+2A200,U02) 7 (0,Uy)2

+0, {uoo [Oy o +0x Vol + (1o — Hoo) Oy uo+0x vo)}

Effettuiamo la media. I termini che hanno una derivata esterna 0, si annullano integrati per le

periodicita ai bordi del box. U,y integrato si annulla per via dell’ortogonalita tra sin del flusso
base e cos, cos® nella funzione uy. Uy vy si annulla perché il seno, flusso base, & a media nulla (v

o)

Si puo, nella media dentro le graffe, integrare per parti, sfruttando la periodicita anche del termine

e costante in y). Rimane quindi:

0:_5x?+5y{(p0—%)< (1+2/12(ayUx)2)"T_1 =

-1
+4nTA2 (1+22200,U2) 7 (0,Uy)?

in parentesi quadre oltre che di uj per eliminare il termine di bordo, e infine sviluppare ancora,
come al livello precedente, all’ordine A3.

0= —5)(? + (1o — Hoo)Oy <u00y

1 +6"T_1A2(ayUx)2 +O(/14)]>

— . .2 . . . .
Ma 0y [1+625112(0,Uy)? + OA*)] o 2sin cos¥ o sin=Y, e quest’ultimo integrato con i termi-
ni che compongono uy, cioé cos% e coss% e nullo in quanto son funzioni pari mentre il seno &
dispari. Percio in definitiva:

dxpo=0

dove si e sfruttato il risultato dell’ordine 0 che py non dipende day. Allora questo si puo eliminare
nell’equazione della quantita di moto in x non mediata.

Una volta fatto cio, sostituendo le espressioni dell’ordine 0 del multiscala in quest’ultima, ef-
fettuando lo sviluppo dell’equazione differenziale all’ordine A3, scrivendo la soluzione come in-
tegrale e sviluppando ancora I'integrando si puo ottenere un’approssimazione della soluzione u;
analogamente a quanto fatto vedere per uy. Anche questa volta si ottengono due costanti di inte-
grazioni. Anche qui come per u si ottiene un termine proporzionale a z e il vincolo che si impone
sulla costante di integrazione A e che faccia si che questi termini siano nulli e cio implica ancora
A=0; la pura costante additiva B invece, analogamente all’ordine 0, risulta avere il solito ruolo di
(uy) in quanto gli altri termini risultano tutti avere media nulla. L'espressione cosi ottenuta di u,
pero risulta estremamente lunga.

~ ULUL A2U? < UL\3 A2U? < UL\?
ulz—u%°O —1920y(v0>——sinz+8—6X(v0>(—) nsin———ax(vo)(—) (n—l)sin4z+
192U to Moo L L? Lo L I? Lo L
~ UL A*U? UL |y _ ~ U%L? A2U? Y A2U? ~ UL . _y
+ 1440y (Vo) — (n—1)—sin = + 160y {(vg) (n—1)sin3=-144 Oy (ug)y—sin2=+
po L? Poo L Hoteo L2 L Iz Poo L
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AZ U2 U AZ 2 2

= L.y = UL .y U°L y
+144(n-1)—; Ox{vg)—sin2= —144(n—1) 5 Ox{vg)—sin2= +192 (Vo) cos =+
L Moo L L o L Ho Moo L
144( 1))L2U2 ULS (uoysin2”. it (vo) °L in2? 144(n - 1)3y (vo) U nt
- n-— —_— Ug)SINL— —O0——— Vo)——=—SINZ— — n-— 14 sin —
_ A2U4 A2U2~ U3L3 2 2~ 3713
— 16y (vo) ———(n = D)sin3% + (n— 1) 253 (vo) —— sin4Z —8(n— 1) 25— (vo)——sin22 +
Ho L L HoHoo L L Holoo
2L2~ A2U4 2 4~
+384——— 3 (ug) sin % +48°—— (v1)(n— 1) cos3% + 96— x (ug) (n— 1) sin3%+
A2U? UL y N U? U?I1? ~ Y VU < Ly
-144(n-1)—; (v1)cos = —864(n—1)—; Ox{up)sin= + 864 5 Ox{ug)(n—1)sin=+
L uoloo L L oo L ugL L
AUt N U? U?L? NU? U?1? -
+144—; (U1>(n—1)cosz—48(n—1) > (vl)cos?)z—% > 6Xu0(n—1)sin3Z +0h
Mo L L potoo L L% poolto L

Al secondo ordine in €, infine, come nel caso newtoniano sono significative solo le equazioni per
la quantita di moto. Rispettivamente la componente x e la y sono:

Oty +20x (Uxtr) + 0y (Uyvn) + 0, (Uyvp) = —5x% + {uoo + (10 — Hoo) [1+222@, U?| © }5§u0+

-l -1 n=3
+ay{pooayu2+(p0—poo) (142220, Uy)?) +4”TA2(1+2AZ(ayUx)2) 2 (0, Uy)? ayu2}+
~ -1 -1 n=3
+ay{uwayu1+(po—poo) (1+2A2(0,Uy)?) 2 +4"T/12(1+2A2(ayUx)2) 2 (0yUy)? ayu1}+
+ HooOy [0y u1 +0x 1] + HooOy [y Uo + Ox Vol +
2 PN PP 2 2% 2| 3 5
+0y 1 (to — Hoo) | (1+2A7(0,Uy)7) t4——2 (1+2A700,U0)%) ? (0yUx)” | @yur +0xv1) ¢ +
~ n=1 -1 n=3 ~ ~
+ay{(u0—uw) (1+24%(0,Uy)?) +4nT/12(1+212(6yUx)2) 2 (0, Uy)* (Oyu0+axvo)}
5Tu0+5X(Uxu1):—ay%—5Y%+ay{uwayu2+(po—poo)[1+2A2(ayUx)2]?ayu2}+

- 1 ~ nl
+6y{,u006yu1+(,u0—uoo)[1+2/12(6yUx)2] 2 ayu1}+6y{,uooayu1+(,uo—uoo)[1+212(6yUx)2] 2 ayu1}+

+ {um + (Mo — Hoo) [1 +2A2(ayUx)2]f}5§uo + looOx [0y Ug + O x Vo] +

n-1 n=3
2 2

+5X { (:u() - :uoo)

(1+2A2(8,Uy)?)

-1
+4"TA2(1+2AZ(ayUx)2) @y Uy)?

Oy o +0x Vo)} +

ayul}

Effettuando la media, si cancellano i termini dipendenti dalle quantita al secondo ordine, come
ci aspettavamo, e anche altri in generale che risultato di derivata pura 0. Effettuando ancora lo
sviluppo di Taylor fino a A3 di entrambe le equazioni, si cancelleranno anche altri termini tramite
delle integrazioni per parti, come mostrato nel caso dell’ordine 1.

~ n-1 n=3
+ aX {,uooay u+ (,UO - ,uoo) (1 + 2/12 (ayUx)z) 2 2 (ay Ux)2

-1
+4”TA2 (1+2420,U,)?)

Analogamente al caso newtoniano quindji, sostituendo le espressioni dell’ordine 1, derivando
la prima per Y, sottraendole la seconda derivata per X e sostituendo infine la funzione corrente
a grande scala all’ordine, si ottiene ’equazione della viscosita rinormalizzata contenente solo V.
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Eseguendo questi lunghi calcoli, si arriva all’espressione:

< = - UL ~; =4 .%% OAT SE I A R E OA A2USL) %, <
37 (3% +33)W = —E0Fo0 | _g 22 (34 1 5% +25%,8%) - [28—— +8°—— —8°—— +45(n— )=~ | 5255 +
8UL 0 Hghoo  Lboeo  Lito Ho
22U A2UB\ 4, usrd A2U3 A2U3 A2U°L VUL,
-12 -~ 0y +|4—5—-12(n-1) +12(n—1) +3(n-1)—5—-3(n-1)—— | 0x+
Lyg  Lpeo Mg Moo Hoo Ly Mo HoHoo
NUSL) %, < 203 A2UB)\« 22U 2208\ 5,
+[45(n-1) = 6§,O§(+12n( - )a‘§+n(8 -8 )a§a§( ¥ +0Y
Moo Lpo  Lpeo Lo Luo
Larelazione di dispersione allora risulta:
- UL UAY S S E AN B U4 AM2UPL
IQ(K2 + K%)= —E0Fo0 | g2 (k4 4 K +2K2K2) - (28— +8°—— —8°—— +45(n - ) ——— | KZK2+
8UL Moo Hotoo  LHoo Ly Ko
2U 22URY [ URL A2U3 22U3 UL UL,
-12 -~ y+ 45— -12(n-1) +12(n—1) +3(n—-1)—5—-3(n-1)—— | Kx+
Luo  Lieo iMoo Lptoo Luo Ko HoHoo
A2USLY , , 22U3 2U3 208 A2U3 , o, s
+(45(n—-1)—; K3 K5 +12n -~ Ky +n|8 -8 K7 K| +0(%
Moo Lpo Lpso Liso Lug
(4.2)

Anche qui & da studiare il segno del membro di destra.

4.1 Caso shear-thickening

Imponiamo nella (4.2) che u«, = 0; questo coincide col caso shear-thickening. Si tratta ovvia-
mente del caso pil1 semplice, avendo un parametro in meno.

373 21713 27175
; 2 2 Ho 4 4 2 12 U'L AU AUPLY 5 0
iQ(Ky +Ky) = o0 8UL(KX+KY+2KYKX)+(28—(2)—8(n—1) —45(n—1)T(2) Ky K+
21713 . U3L3 AZUS AZUSL 4 s
+12(n—1) Ky —|4——-12(n-1) -3(n-1) Ky |+0U%
0 Ho
(4.3)

Passando a variabili adimensionali e introducendo ancora la quantita s = tan20, risulta di
dover studiare il segno di:

(Wi?(n - 1)(3Re? + 12) — 4Re? + 8) s*+(16 — Wi (n — 1) (45Re? + 8) + 28Re?) s+8+12Wi*(n—1)+O(Wi?)
(4.4)
Come gia detto, una condizione necessaria per la positivita del binomio & a>0. La presenza
di pit1 parametri rende pitt complesso lo studio del segno delle altre condizioni per la positivita;
percio, analogamente al caso newtoniano, terremo solo quella sul coefficiente a e verificheremo
confrontando con i dati numerici se anche qui & l'unica che discrimina di fatto la stabilita o meno
del flusso di Kolmogorov. Cido dovrebbe essere difatti vero per Wi almeno nell'intorno di 0 (il caso
in cui ci siamo dovuti restringere); questo per via della continuita col caso newtoniano a cui si
arriva appunto per Wi=0, applicando nell'intorno di questo valore il teorema della permanenza
del segno alle quantita b, c, b? — 4ac che sono ivi funzioni continue; questo implica I'esistenza di
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un tale intorno in cui sia ancora vero che c=0, b=0 e b? — 4ac = 0. Ricordiamo che tale polinomio
e valido per piccoli Wi. Le soluzioni di a=0 sono:

s vV — (2 + 3Wi2n — 3Wi2) (—3Wi? + 3Wi2n — 4)

+owit
(—3Wi? + 3Win —4) (W)

Re =
Il caso newtoniano mostrava Re< v/2, percio & chiaro che per continuita nell'intorno di Wi=0 & da
considerare la soluzione che in tale intorno sia positiva, cioe quella col -. Sviluppando ancora fino
al terzo ordine in Wi per raggruppare coerentemente gli eventuali termini O(Wi):

9
Re<Vv2([1+ g(n — Wi + OWi%)

Presentiamo come caso esemplificativo n=1.77. Come si vede dal grafico seguente, 'accordo
tra il multiscala al terzo ordine (curva rossa) e la numerica (curva nera) € migliore dello spesso-
re delle linee fino a poco pilt di Wi=0.2. Vien da chiedersi se il disaccordo successivo sia dovu-
to allo sviluppo in serie o alla perdita delle ipotesi di separazione di scala. Eseguiamo il calcolo
suddetto utilizzando uno sviluppo al ventunesimo ordine in Wi (curva verde), che corrisponde
all’espressione:

2362899019 409491 827 12994467723257878007
V2|1 Wil4n® + wit wib Wi20 5,10

+— i — 10—
4932501504 819200 1024 1833469999054848000
42783232936455527 _ o, 5 159815162832675281 _ ., , 357015995252997677_ ., 5
+ Wi““n” + i““n+ Wi““n
5500409997164544 78577285673779200 196443214184448000
12316367295357729523 _ 59 » 9. .o 115471361531 _ 14 307069 _ o , 143

+ i““n i‘n—-—— Wi "'n— i+ —witn+
1100081999432908800 8 41104179200 819200 3072
781 s 3 519 o, 268767 o o, 29 _ ., 5, 51,
+ W - Wi'n - —Wi*n“"——Wi'n+

2337893 _ 19 2621891 ;0 3 1108385 ;4 , 33101203 _ ., 5 68871 o 4
- ——Win+—Wi'n"+——Wi'n"+—Wi n”—-——Wi"n "+
1310720 5898240 2359296 58982400 204800
175714645441 ., , 177649 4 90947088541 _ 1, 5 148662767213 1, ¢
Wi*n'+ Wi Wi *n’+ Wi n’+

+— i‘nt ———— I
123312537600 204800 123312537600 123312537600
284229988681 _ ,, », 19360638721 _ ;, 1097062339 14 4 40550481241 _ 1, ¢

Wi n“+ Wi + Wi*n®—

-_—— —————Wi“n+ —————Wi —_—
123312537600 7707033600 3523215360 46242201600
146754423 1, , 806432863 _ |, , 5779745759 ., 5 562973178460097 .
— wil?pd - —— wil?pt - wi'?ns - Wi'6nb+

256901120 1849688064 7707033600 443925135360000

147458809056023 _ 15 - 9. ., 39283304913 =~ 240149186186759153 _ ,, -

- Win'—-Wi“+ Wi— Wi““n'+
73987522560000 8 41104179200 137510249929113600
84903265515037469 _ ., g 19434237837061633 _ ., 72658852050143 15 ¢

- Wi““n® — Wi + Wi *n

i““n

22450653049651200 11905649344512000 78920024064000

3203936931060433 10 ¢ 227286580767241 .5 , 5998463912283733 s 3
Wi *n®— Wi®n®— Wi °n >+

+
947040288768000 473520144384000 2130840649728000
34732337481087583 11y o 220198021546331 .1y ; 1813877011508539 .15 g
1 n 1 n — n

+
8523362598912000 101468602368000 761014517760000
83033569245037 _ 15 3 6635115411228749 .6 , 2012250398351 _ 145 4
Wi + Wi — Wi

+
221962567680000 1331775406080000 25367150592000
294633625001969 _ 16 5 940929327849761 g 3222378320359385339 _ .o g
Wi’n’ - W - Wi““n"+

— 1''n
665887703040000 947040288768000 550040999716454400
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n —W1l'n 1 —Win"+——
3072 1024 409600 128 64 5898240 9248440320
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1943160711016079 18 2 938576576674837 16 440596744096501 Wilts5
236760072192000 591900180480000 1420560433152000

N 531808955877571 Wilé 10385497834195501 _ ., ¢ N 131, 1991607969 _ _,, 661027

i°n — Wit — e

221962567680000 43654047596544000 128 5138022400 6553600
237520795343361 _ ;s 361423992288433433 _ ,, 99

+ — Wi + O(Wi®)
105226698752000 122231333270323200

Risulta quindi chiaro, vedendo che ora’accordo € perfetto fino Wi=0.5, che le discrepanze dovute
al calcolo precedente a grandi Wi sono dovute al troncamento della serie di Taylor, la quale quindi
risulta avere una convergenza lentissima al variare della potenza di Wi, e potrebbe anche avere un
raggio di convergenza finito.

2.8

2.6

2.4

2.2

Re

4.2 Caso shear-thinning

Passiamo ora al caso shear-thinning, che in generale prevede la trattazione completa della
(4.2). osservando preliminarmente che i precedenti risultati possono anche essere applicati nel
caso shear-thinning particolare in cui po, = 0, verifichiamo prima questo caso piu semplice. In
seguito e rappresentato il caso n=0.5 con ancora il nero per il calcolo numerico, il rosso per il terzo
ordine e il verde per il ventunesimo: la situazione € analoga alla precedente.

0.9

o.8

o.7

0.6

Analizziamo ora il caso in cui p # 0 e mostriamo che anche in questo caso le instabilita sod-
disfano le condizioni di grande scala. Passando a variabili adimensionali e introducendo ancora
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la quantita s = tan20, risulta di dover studiare il segno di:

— (~8Req, + 3Wi?Rej 11 — 12RegWi? + 4Req Rej + 12Rex, Wi? — 3Wi?Rep — 12Wi? nReq, + 3Res Req Wil +
— 3Wi’Rej nReq, + 12Wi% nReg)s* — (45Wi*Rei nRes, — 28Req Res + 16RegWi® — 16Wi nRey+

— 45ReZRe Wi — 16Re,, WiZ + 45Wi?Rej + 16Wi? nRey, — 45WiRej 1) s + 8Req, — 12Re o Wi+

+ 12ReyWi? + 12Wi% nRey, — 12WiZnReg + O(Wit)

che per aver stabilita dev’essere positivo. Come prima, studiamo la positivita del coefficiente a.
Notiamo che in questo caso a & un polinomio cubico in Rey, quindi lo studio del suo segno puo
esser complesso. Conviene quindi scrivere la marginale nella forma @ = f(Reg, Wi), visto che il
polinomio é lineare in Re,. Parametrizziamo con il reciproco di quest’ultimo per ottenere il caso
Uoo = 0 ponendo ﬁ = 0. La marginale risulta:

1 18+12Wi*n—3WiRej + 3Wi*Rejn — 4Rej — 12Wi?
Resw 3 Wi*Reo(4n —Re2 + Re2n—4)

+OWi%h

Innanzitutto, notiamo che se Rey = v/2, con n # 1, almeno al terzo ordine si ha:

1 118Wi’n—18Wi 1

=_ 2=
Reos 6 Wi%(6n—6) V2

che coincide con quanto era stato ottenuto con 'approccio numerico: se Rey, = v/2, il Re critico
rimane sempre v/2, indipendentemente da Wi e n.

Di seguito alcuni paragoni per n=0.5. Le curve in verde sono al solito i risultati numerici,
quelle rosse i risultati del multiscala al terzo ordine. Per realizzare i confronti, dal momento che
il programma prendeva come input ﬁ e non Rey, si son cercati per tentativi nell’espressione
precedente i valori di Rey che dessero il desiderato ﬁ messo nel file di input, entro un errore
<1075,

Re()

o o.2 o.4 oO.6 o.8 1
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Re()

Reo

Notiamo come anche qui I'accordo del multiscala con la numerica sia ottimo fino a Wi = 0.3,
per via di considerazioni analoghe al caso shear-thickening sul troncamento della serie di Taylor.

416

a1a

a1z

1.41

-408

.406

.404

-398

.396
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Conclusioni e possibli sviluppi

Sono state ricavate le equazioni di stabilita lineare per i fluidi di Carreau-Bird shear-thinning
e shear-thickening, per i quali non vale il teorema di Squire. Dopodiché ci siamo posti in un flusso
bidimensionale (film), il flusso di Kolmogorov, per studiarne le proprieta fisiche di stabilita e pa-
ragonarle col caso newtoniano. L'approccio analitico tramite le scale multiple ci ha permesso di
ottenere delle considerazioni perturbative rispetto a piccoli Wi, confermate ed estese dai calcoli
numerici alle differenze finite in tutto lo spazio dei valori assumibili dai parametri.

11 fluido shear-thickening quindi si € mostrato piu stabile del caso newtoniano, in maniera pit
accentuata tanto piu si allontana dal comportamento di quest’ultimo.

11 fluido shear-thinning d’altra parte, ha mostrato un comportamento pilt complesso, per via
della presenza di due numeri di Reynolds Re, e Rey. In particolare, se Re,, < v/2 il flusso risulta
sempre stabile; se Re,, > V2, il flusso risulta instabile per tutti i Rey maggiori di un valore critico,
che tende a 0 per Wi— oo tanto piut rapidamente quanto n & minore di 1 e tanto pil lentamente
quanto appunto Rey, & vicino a v/2.

In tutti i casi, comunque, la perturbazione nelle velocita meno stabile & trasversa su gran-
de scala, con la prima l'instabilita che si origina per ky — 0. Questa perturbazione sovrapposta
al flusso base di Kolmogorov, rappresentato a sinistra nella figura sottostante, da origine al flus-
so rappresentato a destra. I rapporti tra le ampiezze di queste ultime, comunque, dipendono in
generale dai vari parametri.
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Altra importante caratteristica del fluido analizzato € che presenta solo instabilita idrodina-
miche e non elastiche. Cio esclude la validita dell’adattamento del modello di Carreau-Bird ad
esempio per molti fluidi shear-thickening per cui si visualizza questo effetto, almeno in quelle
situazioni molto lontane dal caso newtoniano in cui il modello € spinto a punti tali da avere un
numero di Weissenberg sufficientemente alto che dovrebbe presentare le instabilita elastiche.
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La presenza dell’instabilita elastica fin ora, dal punto di vista matematico, &€ nota risultare solo
in modelli di fluidi (Oldroyd-B) in cui sono presenti dei grossi polimeri in soluzione, che risulta-
no in quiete appallottolati su loro stessi, ma si allungano quando sollecitati, e posseggono una
costante di tempo di rilassamento. Tale costante fa si che le equazioni del moto del fluido accop-
piate con quelle dei polimeri in soluzione dipendano dallo stato del flusso negli istanti precedenti:
questi modelli cioe rappresentano fluidi con memoria, ed infatti pure nella pratica sperimentale
risultano mostrare anche fenomeni di isteresi. I modelli fenomenologici come quelli di Carreau-
Bird o analoghi non hanno questa dipendenza dal flusso negli istanti precedenti. Essi reagiscono
alle variazioni del flusso istantaneamente: in particolare, nello stesso istante in cui cambia 0; v j
cambia anche la viscosita apparente. Quanto mostrato nei precedenti capitoli fa pensare quindi
che l'assenza di instabilita elastiche sia peculiare di modelli che non abbiano quest’ultima fattura.

Si potrebbe verificare pero ancora se le instabilita a Re— 0 siano prettamente legate alla vi-
scoelasticita polimerica dei fluidi, o se in generale sono legate al ritardo della risposta del fluido
nel tempo. Sappiamo che, oltre ai fluidi viscoelastici, anche i fluidi tissotropici e antitissotropici
mostrano fenomeni di isteresi dipendenti dalla storia del fluido e in generale risposta non istan-
tanea tra le proprieta reologiche del materiale e le variazioni di flusso. Si potrebbe quindi genera-
lizzare gli analizzati modelli di fluido shear-thinning e shear-thickening ad un modello mostrante
tissotropia rispettivamente positiva o negativa. Riprendiamo la viscosita apparente nei modelli
analizzati:

Noo + (10 = Noo) (1 +4a%D; i D; )7

dove siricopre il caso shear-thinning se n<1, mentre il caso shear-thickening € dato dan>1 ey =
0. Possiamo porre per la costante di struttura A:

T(0A + v 0xd) == +40£2DijDij (4.5)

che per 7 =0 (caso di risposta istantanea) portaa A = 4(x2Di jDij; per T #0, essarientra invece nel-
la categoria di equazioni del primo tipo delle (B.6).In base alla definizione operativa di viscosita
tramite il flusso di Couette indotto da unalamina piana che scorra supra il fluido a velocita costan-
te, che & un caso di flusso piano parallelo e incompressibile, si ha 0,1 =0,1 =0, D; j risulterebbe
stazionario e dipendente solo da y e quindi:

_f
A=y _4a2DijDij)e T +4a2DijDij

da cui si vede che per t — +oo, si riottiene A = 4a2D; jDij. Per far si che asintoticamente la

viscosita tenda a quella di Carreau-Bird, sara sufficiente porre allora:

=100+ Mo —Neo) L+ 1) T (4.6)

che rientra manifestamente nella famiglia (B.7). Se in un esperimento in cui lo sforzo di taglio
puro costante in un flusso tipo Couette viene aumentato repentinamente ad un livello maggiore,
n<1 dara una viscosita in calo nel tempo: il caso shear-thinning allora & diventato un caso tisso-
tropico; analogamente, il caso shear-thickening € diventato antitissotropico. Accoppiando la (4.5)
con I'’equazione di continuita e I'’equazione della quantita di moto con la nuova viscosita (4.6) si
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ottengono le equazioni di Navier-Stokes per il fluido in questione:

0V =0
p10:v; + vkOkvil = —0;p + 0 [(noo+ (10 — 100} (1 +M%) (Okvi+0ivi) | + fi
T(0;A+ vk0kA) = A +4a°D; ;D

Vediamo cosa accade intorno ad un punto fisso piano parallelo e incompressibile V= (U(y),0,0).
Lequazione per A & lineare, percio I'analisi di stabilita lineare non la varia. La viscosita apparente
ora invece andra linearizzata intorno al punto fisso A = ((xayU ( y))z, tramite il gia visto sviluppo di
Taylor al primo ordine. Allora, per una perturbazione (p, v, 1):

0V =0

n-1 n_l n—.
P[0, v; +0r(Vivg + v; Vi)l = —0; p + 20 [(T]oo + (10 — 7Moo (1 + A)T) dii + —5 M0 Meo) 1+ M) Dy
[0, A+ Vi0xAl = —A+8a’D; jd;

dove D;j e d;j sono le velocita di deformazione di flusso base e perturbazione. Su queste equazioni
e possibile quindi eseguire nuovamente I'analisi a scale multiple e I'analisi numerica tramite il
problema agli autovalori generalizzato.

Mostriamo qualche risultato preliminare interessante. Le nuove variabili adimensionali saran-
no Re= %, Wi:a% e il nuovo De:rl—L], detto numero di Deborah, associato solitamente al tempo
di rilassamento 7 dei polimeri nel modello di Oldroyd-B polimerico. Consideriamo nuovamente
il flusso di Kolmogorov. Restringiamoci alla situazione 7., = 0. Intorno ad esso, effettuiamo le
due analisi di stabilita precedentemente citate. Nel multiscala nuovamente comparira uno svi-
luppo a piccoli Wi e questo, comparendo nelle espressioni in gioco la quantita DeWi, implichera
anche una bonta dell’approssimazione sempre minore crescendo fino a un certo De, tanto minore
quanto maggiore sara Wi ed oltre il quale 'approssimazione diventera totalmente inaffidabile.

La cosa interessante é che per il caso antitissotropico ad n>1 fissato sembra comparire secondo
il multiscala un ramo che piega verso Re=0 ad un certo De che, fissato anche Wi (il quale deve
comunque rimanere piccolo ma non nullo) € sempre minore tanto piu & grande quest’ultimo. Cio
e confermato anche dalle prime analisi numeriche effettuate. Di seguito, la figura del caso n=1.3
Wi=0.3 con sovrapposti risultati numerici e curva multiscala all’ordine O(Wid).

Multiple Scales
Numerical CPL

Re

De
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Questo mostra quindi come 'instabilita a Re=0 non sia presente solo nei fluidi viscoelastici po-
limerici, ma piu in generale in fluidi che non hanno unarisposta istantanea alle variazioni esterne.
Tali instabilita e le turbolenze originate, sono state dette finora elastiche, ma tale terminologia &
impropria essendo che in questo caso non sono causate dalle proprieta elastiche del fluido indotte
dai polimeri disciolti.

Questo nuovo modello potrebbe tornare utile anche per cercare di comprendere quali sono i
meccanismi che danno origine a questo tipo di turbolenza. Possibilita di ulteriore investigazione
futura:

* porre De=Wi per ottenere lo stesso numero di parametri indipendenti del modello di Oldroyd-
B, e capire se addirittura si potessero scegliere dei parametri tali per cui i due modelli portino
arisultati compatibili quantitativamente, dall’analisi di stabilita su quest'ultimo [34];

¢ flusso sinusoidale tra pareti fisse.

e analisi di un flusso a getto: flussi di grande e ovvio interesse pratico, che contengono molte
particolarita nelle instabilita e turbolenze nel caso newtoniano che potrebbero esser ricer-
cate nei modelli non newtoniani qui presentati, confrontate o generalizzate.
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Appendice A

Le equazioni di Navier-Stokes

A.1 Leequazionidel moto

Dato un fluido, possiamo descrivere il suo stato termodinamico e meccanico tramite delle
equazioni che comprendono le variabili termiche e meccaniche opportune e che descrivono le
leggi di conservazione, dette equazioni di Navier-Stokes.

Utilizzeremo qui la descrizione euleriana, ovvero i campi che compaiono nelle equazioni as-
sumono in ogni punto il valore della grandezza corrispondente nel punto stesso in ogni istante.
Alternativamente, nella descrizione lagrangiana, i campi restituiscono in ogni punto il valore del-
la grandezza associata assunto dalla particella fluida che occupava quel punto ad un certo istante
fissato tp = 0.

La trattazione standard riguarda fluidi in regime classico (quindi assenza di effetti relativistici
0 quantistici, di cui esistono ovviamente numerosi esempi), senza memoria o particolari carat-
teristiche di anisotropia (come i cristalli liquidi), 'assenza di reazioni chimiche, non tiene conto
delle tensioni superficiali e non ammette interazioni a distanza fra le varie particelle fluide come
quelle elettromagnetiche o gravitazionali; tutto cid implica dei vincoli sulle caratteristiche fisiche
del problema fluidodinamico trattato.

Senza entrare nel dettaglio di come si ricavano queste equazioni, rimandando a [1] chi fosse
interessato, elenchiamole ora associate alla corrispondente legge di conservazione.

Il principio di conservazione della massa porta alla cosiddetta equazione di continuita:
V-(pv) =—0,p
o se si preferisce la notazione tensoriale:
0i(pv;) =—0;p

dove gli indici sono tutti bassi indifferentemente e la derivazione covariante coincide con la deri-
vazione parziale d; perché ci poniamo in coordinate cartesiane; € sottintesa la consueta conven-
zione di somma sugli indici ripetuti due volte. p ¢ la densita del fluido, che in generale dipende
ovviamente dal punto.
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11 secondo principio della dinamica porta a tre equazioni, ognuna per una componente della
velocita, riguardanti la conservazione della quantita di moto:

plov+v-Vv] =-Vp+V-S+f

oppure anche qui:
plOvi+vj0jvil=—0ip+0;Sij+fi

dove p ¢ il campo di pressione, f sono le forze di volume esterne. Un termine come quello che
in questo caso compare rispetto al campo di velocita del tipo v- VA, con A grandezza qualsiasi, e
detto termine advettivo associato ad A. S ¢ il tensore degli sforzi viscosi. In generale l'invarianza
per traslazioni spazio-temporali della teoria implica banalmente che non potrebbe dipendere da
x e t. Linvarianza per trasformazioni di cinematica relativa di Galileo implica che non puo di-
pendere nemmeno da v. Esso dipende dalle derivate del campo di velocita tramite il tensore di
velocita di deformazione D;; = %[6 jvi+0;v;]. Il modo in cui dipende da questo identifica il tipo
di fluido (relazione costitutiva del materiale).

Si dimostra che la conservazione del momento angolare implica un tensore degli sforzi viscosi
simmetrico.

Un fluido in cui c’é una dipendenza lineare omogenea tra il tensore degli sforzi viscosi e il
tensore di velocita di deformazione:
Sij=KijkiDri

dove quindi Kjj; € costante, & detto newtoniano. Linvarianza per rotazioni del fluido e le op-
portune proprieta di simmetria rispetto allo scambio degli indici ij e kI comportano che K; j;
dev’essere del tipo

Kijk1=2n6i16j1+66;j0k (A1)

in cui n e ¢ sono rispettivamente primo e secondo coefficiente di viscosita, che sono carat-
teristici del materiale e quindi son noti a priori. Spesso viene tabulato anche n, := ¢ + %n detto
viscosita di volume (bulk viscosity). Allora S; j diventa:

2nD;j+ Db
Le equazioni della quantita di moto, in forma vettoriale, diventano:

PIONV+V-VV] = —Vp+nViv+ (+EV(V-v) +f

Consideriamo ora I’equazione di continuita. Posto che
V-(pv) =pV:-v+v-Vp=-0,p

eche0;+v-V=0;+ W% e la derivata temporale totale lagrangiana %, cioé la derivata

temporale che segue una stessa particella fluida che si muove col flusso, si ha

\Y v——i
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il che significa che se V-v = 0 allora %p = 0, cioe il flusso € incompresso: ogni particella flui-
da mantiene la propria densita costante durante il moto. Quando per un flusso e valido cio o
e ragionevole effettuare questa approssimazione si dice che si & in regime o approssimazione di
Boussinesq. Caso particolare di questo & un fluido incompressibile a densita costante p.

Per fluidi a densita costante quindi nelle equazioni del moto, non contribuisce il termine pro-
porzionale alla divergenza della velocita, e quindi diventa irrilevante il secondo coefficiente di vi-
scosita. Il primo allora viene detto viscosita dinamica; & inoltre ben definita allora un’altra costante
U, detta viscosita cinematica e definita come 1/ p. Se il fluido & incompressibile e non viscoso, esso
e detto ideale o euleriano. In quest’ultimo caso, le equazioni di continuita e quantita di moto son
sufficienti per la chiusura del problema.

La terza equazione che aggiungiamo al nostro sistema per descrivere 1’evoluzione dei nostri
campi anche nei casi viscosi deriva dalla conservazione dell’energia, ovvero il primo principio
della termodinamica. In forma vettoriale, questa risulta

plo;e+v-Vel]=—pV-v+e—-V-J4

dove e & I'energia interna per unita di massa E/m di una particella fluida, J9 & la corrente di calore
uscente dal bordo della particella fluida e € € la densita di potenza dissipata dalla viscosita:

e:S,-ja,-vj:SijD,-j

poiché la parte antisimmetrica del tensore 0;v; non contribuisce essendo il tensore degli sforzi
viscosi simmetrico. Con la notazione tensoriale riscriviamo tutto come:

plose+vidie]l = —pd;v; +8ijDij —ai]?

Abbiamo ora la chiusura completa del problema: abbiamo le nove incognite v;, p, p, e, ]f, piu
la conoscenza delle proprieta intrinseche del materiale tramite i vari parametri viscosi e la legge
di conduzione termica J ?(T); I'esempio pitt noto di quest’ultima e ad esempio la legge di Fourier
]f =—k; ja ;T, dove nel caso di materiale isotropo (come i fluidi in questione) k;; = ko; j-kela
nota conducibilita termica, che come le due viscosita in generale dipendera dalla temperatura T
ed e nota conoscendo le proprieta del materiale. Abbiamo quindi al posto delle tre incognite J iq la
temperatura T, quindi in totale sette incognite. Le equazioni che abbiamo trovato implementando
le leggi fondamentali di conservazione sono cinque (due scalari e una vettoriale). Ma del nostro
materiale conosciamo anche I'equazione di stato f(p, T, p) = 0; inoltre possiamo da quest’'ultima
ricavare I'espressione dell’energia interna tramite la nota equazione dell’energia della termodina-
mica dE = mc,dT + (T%
quindi aggiunto due equazioni per un totale di sette, che per sette incognite rendono possibile la

— p)dV, dove c, ¢ il calore specifico a volume costante. Abbiamo

risoluzione del problema, insieme alle condizioni iniziali e/o al contorno. Comunque, se ai fini
della risoluzione di un problema un fluido & considerabile incomprimibile e uniforme, quindi con
equazione di stato p =cost., la densita diventa nota come parametro intrinseco del fluido, quindi
le equazioni di continuita e della quantita di moto non contengono piu la temperatura e diventano
sufficienti per la chiusura del problema, che avra ora come incognite solo p e v.

In particolare, se il fluido € newtoniano, supponendo per la corrente di calore valida la legge di
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Fourier, I’ equazione per I'energia diventa:

pld,e+v-Vel = —pV-v+e+kV?T A.2)

Ultima considerazione. Noto che dE=TdS - pdV e quindi de = Tds + #pdp, dove s é'en-
tropia per unita di massa, riscrivendo anche la (A.1) con la derivata temporale lagrangiana e aven-
dosi pT% = p% - p%%, si ha dall’equazione di continuita che %% = pV-v e questo cancella il
corrispondente temine nella (A.2). Rimane quindi:

ds 1 € 1 1 1 €

= V9 — =V [ =) - =] VT+ — (A.3)

dat oT oT 0 T oT oT
V- (%Iq) é la divergenza della corrente di entropia uscente dalla particella fluida. Supponiamo
che il fluido occupi l'intero sistema termodinamico (al limite, 'intero spazio): allora integrando
su tutto il suo volume, il flusso sul bordo della corrente di entropia per ovvie ragioni fisiche deve
annullarsi. Poiché per il secondo principio della termodinamica I'entropia di un sistema isolato
non puo diminuire, ne consegue che le altre due quantita al membro di destra non devono esser
mai negative. In particolare, cio deve valere per ¢, che per un fluido newtoniano e:

2
€=8;jD;j= (217Dij + My - gn)Dkkaij)Dij = 2nH;jH;j+7,[Dgc)?

dove si e indicato con H;; il tensore
1
Dij - ngkéij

Allora per essere € = 0 si deve avere 17,17, = 0. Analogo discorso vale per il termine —J9-VT, che se
soddisfa la legge di Fourier diventa k(VT) - (VT), e dev’essere necessariamente k = 0.

A.2 Le variabili adimensionali

E’ conveniente spesso utilizzare per I'analisi del problema delle variabili adimensionali che
caratterizzino dei rapporti tra scale tipiche di alcune grandezze del fluido, in modo da poter ri-
produrre gli stessi rapporti (e quindi gli stessi effetti fisici) con diversi valori o diverse scale delle
grandezze che caratterizzano il fluido (temperatura, velocita, densita, pressione, concentrazioni
di soluti, etc.). Questo metodo & noto come analisi di omogeneita e in fluidodinamica trova mol-
ti vantaggi. Il numero di parametri adimensionali indipendenti e legato al numero di grandezze
fisiche indipendenti del problema dal noto teorema IT di Buckingham sull’analisi dimensionale.

Un semplice esempio di come si effettua questo (e anche il fondamentale, perché porta al nu-
mero adimensionale pili noto e significativo della meccanica dei fluidi) si pud vedere consideran-
do le equazioni di Navier-Stokes per un fluido newtoniano incompressibile prive di forze esterne.
Se nel flusso sono presenti una lunghezza tipica L e una velocita tipica U scelte convenzional-
mente, oltre alla densita e viscosita caratteristiche del fluido stesso, possiamo dividere entrambe
le equazioni per combinazioni di queste quantita in modo da renderle adimensionali.
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Lequazione di continuita rimane invariata

L
—0;v;=0=0;v; =0
U

dove si sono introdotte la derivata rispetto alla nuova lunghezza adimensionale x; = x;/L e la
velocita adimensionale v;/U. Notare che il problema ha cosi una scala di tempo tipica L/U. Cosi,
la seconda equazione diventa:

L L ns
W(Oﬁ Ujaj)l}i = —Waip-i—majajvi

Riscalando quindi velocita, tempi e forze di volume esterne tramite le grandezze tipiche in modo
da ottenere le variabili adimensionali suddette si ha:

* * * * * * H * * *
07 + vjaj)l/i =-0/p +ﬁ6j6j v;

dove p* e la pressione adimensionale e % e il numero di Reynolds, che da una stima dell'impor-
tanza degli effetti di inerzia del flusso rispetto a quelli viscosi.
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Appendice B

Fluidi non newtoniani

Un fluido dove la relazione tra tensore degli sforzi viscosi e tensore di velocita di deformazione
non ¢ lineare e omogenea & un fluido non newtoniano. Esistono una gran quantita di equazioni
che modellano questa categoria: alcune derivanti da considerazioni di tipo puramente fenome-
nologico poiché fittano molto bene con le misurazioni effettuate e posseggono alcune proprieta
teoriche di base a seconda del tipo di fluido non newtoniano considerato, alcune invece derivano
da modelli microscopici in cui vengono utilizzati alcuni risultati di meccanica statistica e teoria
cinetica dello stato liquido.

B.1 I fluidishear-thinning

Mlustriamo qui alcuni casi di fluidi non lineariin cui non c¢’¢ comunque dipendenza dal tempo
o dalla storia del fluido. I modelli in seguito sono ripresi da [4], [5], [6], [7] e [16].

Supponiamo che K; j; dipenda esso stesso dal tensore di velocita di deformazione. Le simme-
trie gia citate in appendice A implicherebbero comunque un K; j¢; del tipo (A.1), con la differenza
che n e { potrebbero ancora dipendere dal tensore D; ;.

11 fluido sia incompressibile e a densita uniforme. Allora come sappiamo il coefficiente ¢ non
da piu contributo e possiamo considerare solo la viscosita n che qui chiameremo apparente perché
appunto non e costante. Essa dovra quindi esser sempre positiva, per quanto detto in appendice
A sul secondo principio della termodinamica.

La prima categoria che citiamo sono i cosiddetti fluidi shear-thinning (pseudoplastici), in cui
aumentando i gradienti di velocita, e quindi la velocita di deformazione, diminuisce lo sforzo di
taglio viscoso. Esempi pratici di tali fluidi sono gli shampoo, la glicerina, le sabbie mobili. Si trat-
ta molto spesso di soluzioni contenenti polimeri molto lunghi, oppure sospensioni di particelle
allungate o fibre. Tale fenomeno & dovuto al fatto che questi, quando il fluido € in quiete, sono
disposti in modo casuale. Man mano che si aumentano le velocita relative (e quindi il tensore di
velocita di deformazione) essi tendono ad allinearsi coerentemente e quindi oppongono meno re-
sistenza al moto. In particolare, questi fluidi risultano avere una viscosita apparente asintotica 1
man mano che si aumentano le velocita relative nel flusso, che risulta essere vicina alla viscosita
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del solvente. I nostri modelli quindi devono essere tali che:

Dll_lj_IEOU(Dij) =10

lim D;:)=

,j—>ioon( z]) Noo

Elenchiamo i pili noti. Posto 72 il secondo invariante di un generico tensore 7;;, definito dome
1/2(ti7ji — T?i), il fluido & incompressibile quindi D;; = V-v =0, D;; € simmetrico, allora risulta
D= 1/2D; ;D ; si hanno:

* ilmodello a legge di potenza
n=mD"!

con m indice di consistenza e n adimensionale; se n=1, si ha il caso newtoniano, se n<1 si
ha il caso shear-thinning; per il secondo principio della termodinamica dev’essere eviden-
temente m = 0; notare come qui la viscosita apparente tenda ad annullarsi al crescere della
velocita di deformazione;

¢ il modello di Cross
_ No—Neo

" 1+KDn"

con n>0 adimensionale e K detto indice di consistenza, che nel caso K=0 riporta al caso new-

n Mo

toniano; se D;j, e quindi D, tendono a0, n vale esattamente 1; se D;; tende a +oo, la fra-
zione tende a 0 e 1) tende a 17»,; per non avere una variazione di entropia nel tempo nega-
tiva indipendentemente dal flusso, & facile vedere analogamente a quanto mostrato per il
caso newtoniano che si deve avere sempre K, 79,7 = 0 € 79 = 1, cON quest’ultima che
conferma le osservazioni sui fluidi shear-thinning;

¢ il modello di Carreau-Yasuda
1= Noo + (0~ o) 1+ AD)H T

con a>0, il tempo elastico A = 0 sempre dal principio dell’aumento dell’entropia e g = 1; la
costante n < 1 da una misura di quanto & lontano il fluido dall’essere newtoniano; & chiaro
chesen=10sel=00sern =1y Siriottiene il caso newtoniano; notiamo che se D — +o0,
la potenza tende a 0 e quindi la viscosita tende a 11,. Analogamente, se i gradienti di velocita
tendono a 0, e quindi D— 0, la potenza tende a 1 e quindi al viscosita tende a 1¢;

¢ il modello di Carreau-Bird, che € un caso particolare del precedente dove si pone a=2, il
che risulta in ottimo accordo con le misurazioni della maggioranza dei materiali shear-
thinning. Riscalando convenzionalmente la costante A per ragioni di comodita di calcolo,
esplicitamente si ha:

1= "Too+ (110 —Noo) (1 +4A2D; ;D; )T (B.1)
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B.2 I fluidi shear-thickening

Un altra categoria di fluidi non newtoniani sono gli shear-thickening (dilatanti). Questi risul-
tano avere proprieta opposte agli shear-thinning: aumentando le velocita relative nel flusso essi
aumentano la viscosita apparente. Esempi di questo genere di fluidi sono sospensioni dense di
caolino, di TiO, o di farina fine di granturco in acqua. Non ¢ noto dalle misure fatte fino ad oggi
se anche questi materiali presentino una viscosita apparente asintotica finita quando la velocita
di deformazione tende all'infinito in maniera analoga agli shear-thinning o se invece essa cre-
sca indefinitamente facendo si che il fluido asintoticamente tenda a comportarsi come un solido.
Una spiegazione qualitativa del loro comportamento e legata all’attrito che le grosse particelle
solide sospese nel fluido hanno tra loro quando alzando le velocita relative si rende il moto piu
disordinato, facendole urtare tra di loro e scorrere I'una sull’altra in maggior numero.

11 piu semplice modello di shear-thickening € dato da quello a legge di potenza analogo al gia
visto shear-thinning, dove pero n = 1.

Un altro modello tipico di questa categoria di fluidi un po’ pil1 sofisticato e dato da un adatta-
mento del modello di Carreau-Bird per i fluidi shear-thinning visti nella sezione precedente:

n=10(1+4A%D;;D;j)'7" (B.2)

avendo le costanti lo stesso ruolo del caso shear-thinning con la differenza che qui n = 1. Tale
modello & noto rappresentare liquami contenenti deiezioni animali, paglia, fieno e in generale
filamenti macroscopici.

B.3 I fluidi viscoplastici

Diamo ora qualche cenno ad altri tipi di fluidi non newtoniani, i cosiddetti fluidi viscoplastici.
Si & gia parlato della possibilita della presenza di una relazione non omogeneatra S;j e D;; in alcu-
ne condizioni. Un tipico esempio puo essere un fluido che sotto una certa (bassa) sollecitazione
S rimanga statico e si comporti quindi come un solido, mentre superando questa soglia mostri
un comportamento fluido vero e proprio. Appartengono a questa categoria i ketchup, che hanno
bisogno di essere scossi nel loro contenitore per fluire.

Un esempio di fluido viscoplastico & dato dal modello di Bingham:

DijZO se §<§
Sij:(znp"'%)Dij se S=§

dove S ¢ il secondo invariante del tensore degli sforzi viscosi.

Supponiamo di avere un flusso piano parallelo, in cui si ha solo lo sforzo viscoso di taglio
non nullo. Dalla precedente relazione si ha che S;;, S22 = 0 implicano necessariamente anche
D11, Dy =0. Allora solo le componenti 12 e 21 dei tensori sono diverse da 0. Quindi D = /1/2(D2, + D3)) =
D12, dal momento che D;; & simmetrico. Allora per la componente di sforzo viscoso di taglio si ha
S12=2npD12 + S, che ¢ la relazione della viscosita nei flussi piani paralleli newtoniani, resa non
omogenea dal termine additivo S.
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Esistono comunque anche fluidi che superata la soglia si comportano ad esempio come shear-
thinning (es. dentifrici, schiume da barba), e il loro tensore degli sforzi viscosi ha una relazione
che combina proprieta del modello di Bingham con quelli visti precedentemente.

Un altro modello che invece presenta un comportamento tendente soltanto asintoticamente
a quello viscoplastico di Bingham e il modello di Papanastasiou, dove si ha la viscosita apparente
data da:

~

S ~
=2n,+—=(1-e ™)
n==znp D

Questo implica un tensore degli sforzi viscosi dato da:

SD;: -
Sij=2n,D;j+ —=2(1-e D)
D
con m>0 (m=0 riporta al caso newtoniano) ed e facile verificare che per m — +oo si ha che per
D;; = 0 anche S;; = 0, mentre per avere D;; # 0, cioe D > 0, dev’essere necessariamente Sij =
2npDij+ 5D11~
Citiamo infine un altro modello non lineare, e non omogeneo nel caso di flusso piano parallelo,
detto modello di Casson, utilizzato in principio per descrivere il flusso del sangue. La relazione
costitutiva e data da:

{ DijZO se §<§
ﬁ:m+\/% se §=§8

B.4 1 fluidi viscoelastici e i fluidi polimerici

Molto importanti sono i modelli di fluidi capaci di catturare anche le proprieta elastiche del
fluido stesso, indotte dalla presenza di polimeri disciolti. Tali fluidi son detti viscoelastici. Natu-
ralmente, un analogo discorso si puo trasportare parallelamente su solidi aventi anche proprieta
viscose (es. il modello solido lineare standard), indotte quando strati di molecole cominciano a
scorrere I'una sull’altra. Tenere conto delle proprieta elastiche dei polimeri esplicitamente fa si
che si possano ottenere risultati piu affidabili dei precedenti modelli che sono totalmente empi-
rici e quindi possono avere molti limiti applicativi. Questi modelli si creano mettendo in serie
e/o in parallelo nella particella di materiale componenti elastiche e viscose, analogamente ad un
circuito elettrico. Si ottiene cosi un’equazione del moto per S;; funzione di D;; e del tempo, che
va accoppiata all’equazione della quantita di moto dove comparira ora semplicemente il termine
incognito di divergenza del tensore degli sforzi viscoelastici 9;S; j. Soffermiamoci sul caso fluido.
I modelli pit1 semplici sono i seguenti.

* Modello di Maxwell; egli aveva progettato un piccolo modello di materiale in grado di mo-
strare comportamento viscoelastico; € composto da una parte elastica lineare e una parte
viscosa newtoniana in parallelo; lo schema e il seguente:

T

Ogni elemento subisce ed imprime la stessa forza all’elemento successivo, e quindi lo stes-

so sforzo; inoltre la deformazione e quindi la velocita di deformazione totale € la somma
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dei contributi elastico lineare (DE] la molla) e viscoso (DV il fluido newtoniano). Posto che
SE =gV = Sij,» sihaquindi SV = 2nDV e SVE kDE dove A =07 A;jj+ V0 Ajj—AgjOxVi—
AjxOrv; € la derivata di Oldroyd (geometrlcamente corrlspondente alla derivata di Lie ri-
spetto al campo delle velocita di un tensore a due indici controvarianti in modo da ottenere
una relazione costitutiva che abbia la stessa forma in tutti i sistemi di coordinate[45]; essa
coincide inoltre per gli scalari con la derivata lagrangiana). Segue quindi:

2n
14 E_p.. . VvV _ ..
D;;+Dj;=D;j = S,]+78i]~ =2nD;;
Lequazione a destra rappresenta I’equazione costitutiva del moto. 5 & la costante di tempo
del fluido ed e quella che mantiene la memoria degli stati precedentl. se k — oo, cioé la

molla diventa rigida e non contribuisce alla deformazione, il fluido diventa newtoniano.

Modello di Kelvin-Voigt [46]; composto da parte newtoniana e parte elastica lineare in pa-
rallelo:

T

Ogni elemento subisce la stessa velocita di deformazione D; j; inoltre si ha S;; = SE + S v,

Da cio:
_ \Y
Sz] = kDij +27]Dij

Modello di Oldroyd-B [47]; pilt significativo e preciso dei precedenti. Consiste in un parallelo
di fluido newtoniano e di un fluido viscoelastico di Maxwell:

1

S DUSN-N &

=3

Si ha quindi D;; = D1 = D2V + DZE, anche S;; = S + 82 ., con 82 = SZE 82V 1 e 2V son
supposti avere due VlSCOSlta d1fferent1 11 €12. Indlmdulamo pertanto due contnbu‘u al ten-
sore degli sforzi: quello puramente viscoso del fluido 1 e quello viscoelastico del modello

712 2V _
+ == S

di Maxwell nella parte 2. Come gia visto, 52 = 2n2D;j; inserendovi la suddetta

Sf] =S;j—2m Djj, si ottiene 'equazione costltutlva ﬁnale.

772

Sij+ 2

(SV —2n1DiVj) =200 +m2)Dij = Sij+MSY; = 20(Dyj + A2DY)) (B.3)

avendo introdotto nell’equazione a destra la viscosita totalen =, + 12, il tempo di rilassa-
mento Ay = 2—22 e il tempo di ritardo A, = 1, %

E’ interessante che il modelo di Oldroyd-B possa esser dimostrato valido partendo da conside-

razioni microscopiche di meccanica statistica su equazioni differenziali stocastiche tramite un

cosiddetto modello a manubrio. Si considera il raggio vettore R; di distanza tra i capi di un po-

limero, di cui il primo occupante la posizione x viaggiante con la particella fluida, trattato come

una molla con forza di richiamo —kR;, cioe col polimero a lunghezza a riposo nulla, situazione
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in cui risultera arricciato in un punto; I'allungamento del polimero risulta molto minore (infini-
tesimo) delle dimensioni delle particelle fluide, rispetto alle quali il polimero e praticamente un
punto materiale; si puo considerare per esso I'equazione del moto:

d 1 R
dat 21 T

dove ¢;(t) € la forza aleatoria che generano tra loro i due capi del polimero a causa dell’agitazio-
ne termica, un rumore bianco gaussiano; R, rappresenta il valore di allungamento all’equilibrio
termico per il principio di equipartizione dell’energia %kRg = %K s T; Ry 0 v; rappresenta al primo
ordine la velocita relativa del fluido nel secondo capo del polimero v(x + R, #) rispetto al fluido nel
primo v(x, £); si e trascurato il termine di inerzia dell’accelerazione [48,49].

Inserendo la (B.4) in %(RiRj) = ((%Ri)Rj + R,-%Rj% dove a loro volta si sostituiscono nei
termini o< (R;¢;) la (B.4) integrata, si ottiene I'equazione del moto per il tensore di conformazione
oij=(RiRj)IR}

1
atO'ij + ukakaij = O'kjakl)i +0'ikaij — ;(Uij _51']) (B.5)

avendo scritto per esteso la derivata sostanziale delle componenti scalari del tensore. Notare come
automaticamente nella relazione costitutiva si formi la derivata di Oldroyd. Poiché dalla mecca-
nica statistica [50] sappiamo che T;; = pN (R;Fj), dove F; sono le forze esercitate nelle coppie di
particelle e p” la loro concentrazione volumica, otteniamo per il contributo dei polimeri al tenso-
re degli sforzi totale, inserendo la forza elastica e la forza aleatoria a concentrazione costante, che
T/, = pNkR{(0ij—8i)). Dalla (B.5):

1
0:(0ij—0ij) + viOk(oij—bij) = (Ukj_5kj)akl/i+(Uik_5ik)akl/j+ail/j+ajvi—;(Uij_5ij)

p PV _ o5 N71.p2_ 1. .
= Tl.j+TTl.]. =20 " kRyTD;;

che ¢ la relazione di Maxwell, identificando 7, = oV kR(Z)T = pVKpT1. 1l tensore degli sforzi totali
sara la somma del contributo del fluido solvente, di viscosita dinamica 1, e quello dei polimeri
(Maxwell), riottenendo quindi la relazione costitutiva di Oldroyd. Le equazioni della quantita di
moto saranno:

na-p
T

pl0,v;i + vi0xvil = —0; p + P00k Vi + Ok(oki—0ki) + fi

con 3 = ’ s e avendo posto n = pVKgT7 +1;. B varia quindi da 0 (i = 0, il solvente & un

NKpTt+135
fluido ideale e I'unico contributo viscoso & dei polimeri; caso limite di alte temperature) fino a
1 (pN =0, oppure 7 = 0, che moltiplicando la (B.4) per 7 significa R=0 sempre: si tratta del caso

puramente newtoniano).

Segnaliamo che oltre a questi esistono altri modelli che combinano diversi paralleli e serie dei
precedenti elementi, utilizzando anche relazioni non lineari. La forza del modello di Oldroyd-B,
sta nel riuscire a giustificare tramite relazioni rigorose e quantitative di meccanica statistica I'e-
quazione costitutiva. Quest’ultimo pero in alcune situazioni mostra comportamenti singolari, in
quanto i polimeri nel modello possono allungarsi indefinitamente e generare quindi uno sforzo
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divergente. Per tale ragione, esistono modelli che implementano relazioni elastiche non linea-
ri per i polimeri e tengono conto anche di una lunghezza massima che puo avere un polimero.
Un esempio di questi modelli ¢ il modello FENE. Essi presentano semplicemente una relazione
costitutiva pit complessa del modello di Oldroyd-B, percio ci fermiamo a queste considerazioni.

B.5 Ifluidi tissotropici e antitissotropici

Esistono fluidi la cui viscosita cambia nel tempo da quando sono in quiete a quando sono
portati ad uno stato di moto, stabilizzandosi ad un nuovo valore, per poi tendere a ritornare al
valore precedente una volta che sono portati nuovamente verso lo stato di quiete.

Se la loro viscosita diminuisce nella prima parte di questo processo e percio aumenta nella se-
conda, essi si dicono tissotropici, o aventi risposta di tissotropia positiva; nella situazione opposta
vengono detti antitissotropici, aventi risposta di tissotropia negativa [52].In ogni caso, in seguito ci
riferiremo con comportamento tissotropico ad entrambe le situazioni. In questo comportamento
quindi e presente una dipendenza dalla storia del fluido, in quanto se cambia il flusso, la viscosita
dipendera in ogni punto in base alla velocita nel flusso agli istanti precedenti. Cido puo anche dare
origine a fenomeni di isteresi nel diagramma S;; — D;, se il passaggio da un certo gradiente di
deformazione ad un altro e il successivo ritorno allo stato precedente vengono fatti non dando il
tempo sufficiente al fluido di stabilizzarsi. Oltre a tutto cio, questi fluidi possono presentare anche
uno stress di soglia per entrare in moto, rientrando allora anche nei gia visti fluidi viscoplastici.

Il comportamento tissotropico a livello microscopico e causato dalla formazione in quiete di
reticoli tramite deboli forze che vengono distrutti con 'aumentare delle velocita relative in pezzi
sempre piu piccoli, per poi tendere a ricomporsi una volta che tali moti diminuiscono o cessano.
Nel caso antitissotropico avviene I'opposto, 'aumento delle velocita relative contribuisce a creare
agglomerati di particelle grosse che impediscono lo scorrimento.

Fanno parte dei tissotropici gel come dispersioni acquose di Fe;O3 o AI(OH)3 o anche V, 05,
che quando agitate mostrano una transizione a sol liquido, o anche analoghi sistemi contenenti
amido di mais, o ancora lattice di gomma e alcune vernici ad olio; I'antitissotropia € un comporta-
mento pili raro, ad esempio visibile in alcune sospensioni colloidali o argille. Esistono anche fluidi
che hanno comportamenti misti, che se portati dalla quiete a una situazione di nuovo flusso sta-
bile, la loro viscosita prima aumenta e poi diminuisce nel tempo o viceversa. Un esempio di questi
sono alcuni tipi di vaselina. Tutti questi aspetti sono fondamentali nelle proprieta dei cosmetici o
delle creme in chimica farmaceutica.

Un modello molto semplice di fluido con comportamento tissotropico € ottenibile da quello
di Bingham gia visto, ponendo perd la soglia S funzione del tempo, che quindi implichera anche
una relazione lineare non omogenea tra sforzo viscoso e velocita di deformazione, con il termine
additivo dipendente dal tempo. Ad esempio, Slibar e Paslay hanno proposto:

f0+°°l~)(t— sle %ds . .

S(t) =8y - — —S0)
0 ﬁ+f0+°°D(t—s)e‘“3ds

In questo modello, la viscosita rimane costante, mentre evidentemente la memoria degli stati pre-
cedenti, data dall'integrale dipendente dal flusso all’istante t-s, & presente solo nella viscosita di
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soglia; a e 8 sono parametri del materiale; Sy rappresenta ovviamente la soglia quando il flui-
do € in quiete (D = 0); essendo inoltre D quando il fluido € in un nuovo stato di moto stazionario
sempre positivo, tale sara anche I'integrando, che dara quindi origine a un integrale crescente mo-
notonamente: allora, dopo un certo tempo t, § sara trascurabile, e il fluido avra la soglia W. Esiste
comunque la possibilita di rendere con memoria anche la viscosita, ma in ogni caso ovviamente
un modello simile non descrive certo in maniera generale la categoria dei fluidi tissotropici.

Esistono modelli anche pili complicati, che descrivono comportamenti tissotropici unendo
funzioni integrali di memoria con modelli viscoelastici non lineari, e complicando ulteriormente
larelazione del termine non omogeneo della relazione sforzo viscoelastico-velocita di deformazio-
ne, ad esempio rendendo il Sy del modello precedente a sua volta funzione degli stati precedenti.
Questi modelli, sono perlopiu adatti a trattare materiali che si avvicinano pitt a solidi che a liquidi,
ad esempio dipendendo dal tensore di deformazione della teoria dell’elasticita, e pertanto non ne
tratteremo. Un grande esempio di questa categoria € il modello di White, che descrive molto bene
i dati sperimentali della gomma di carbone.

Un’altra categoria di modelli con comportamento tissotropico & formata da fluidi in cui certi
parametri dipendono da un parametro di struttura. Esso € uno scalare 1, dipendente dal tempo,
che quindi conterra gli effetti di memoria o risposta non istantanea del materiale,la cui equazione
del moto, & dei tipi:

d - - d N
EA:—le“Ab+k2DC(1—A)d Eﬂzlee(A—As)f (B.6)

in cui i vari parametri liberi son determinati da fit con dati sperimentali dei viscosimetri, mentre
As nel secondo caso, integrando rispetto al tempo si vede che rappresenta il valore di A a cui asin-
toticamente tende il fluido nel caso f>0. Fanno leggera eccezione pochi modelli che presentano
alcune varianti, come:

« il modello di Lee-Brodkey: 41 = k1 SYAY + ko (1 - 1)° + ks S(1 - )%
* il modello di Burgos: %A = klﬁe_“b/l +ko(1-A).

Una delle precedenti puo0 esser accoppiata poi a un modello gia visto nei paragrafi precedenti,
dove i vari parametri dipendono ora anche dalla costante A secondo una qualche funzione. Ad
esempio una categoria puo essere:

Sij=S) +n(D;j, MDD +ny=o(D;j)Djj (B.7)

dove 1y rappresenta un'eventuale viscosita residua quando il fluido e totalmente destrutturato
(A = 0). Notare come in questa categoria appartengano i fluidi shear-thickening, i fluidi shear-
thinning e i fluidi viscoplastici, qualora sparisse la dipendenza strutturale; pertanto possiamo
avere anche generalizzazioni a casi tissotropici o antitissotropici facilmente. Alcuni esempi che
derivano dal primo tipo:

e il modello di Moore S(A) =0, na(1) = Ano;
e il modello di Worral-Tulliani S| ) = §, na(A) = Ano;
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il modello di Tiu-Boger S =35, nad) = AKD" 1

il modello di Houska S(A) = A(Sp — Seo) + Seo, 71 (1) = AKD"™1;
« il modello di Nguyen-Boger S(1) = AS, 7,(A) = 0;
+ ilmodello di Toorman S(1) = AS, 73 (1) = An.

Infine, esistono modelli che combinano equazioni con termini di struttura a modelli viscoe-
lastici, e vorrebbero rappresentare fluidi che presentano caratteristiche di entrambe le categorie:
i fluidi che presentano tali caratteristiche son stati da taluni chiamati tissoelastici, ma il termine
non e stato ancora da tutti accettato. Ad esempio, si pud accoppiare un’equazione di struttura al
modello di Maxwell, imponendo che k = k(A), u=pu(d).
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