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Introduzione

Grazie allo sviluppo di tecnologie sempre piu efficienti, siamo in grado
di ricavare energia dai fenomeni naturali, energia che puo essere usata per
alimentare dispositivi di potenza media o essere integrata nella rete elettrica
assieme a quella prodotta da impianti convenzionali.
In quest’ottica si colloca la ricerca sull’energy harvesting: con questo termine
si intende il processo di raccolta di energia dall’ambiente e la sua trasforma-
zione in energia elettrica per permetterne I’'uso su ampia scala. Gli studi in
questo settore sono diretti sia verso il miglioramento dei metodi attuali di
sfruttamento delle energie rinnovabili, sia verso la ricerca di soluzioni innova-
tive capaci di utilizzare fonti o strumenti non ancora presi in considerazione.

La maggior parte degli energy harvesters sviluppati trova applicazione nel
campo dell’elettronica, in cui piccole potenze sono sufficienti all’alimentazio-
ne dei dispositivi: basti pensare alla diffusione di materiali piezoelettrici in
questo settore, i quali hanno permesso di rendere autonomi alcuni apparecchi
per mezzo di fonti virtualmente inesauribili.

Un’applicazione interessante ed innovativa per questi materiali é stata propo-
sta da Wang et al. in [1]: inserendo un corpo in una tubatura si genera una
scia di vortici di von Kéarman, le cui fluttuazioni di pressione sono sfruttate
per sollecitare un film di materiale piezoelettrico (PVDF) incollato ad una
protuberanza in modo da costituire la configurazione mostrata in Figura 1.

Nell’esperimento il flusso incidente ha una velocita di 1.083 m/s, e numero di
Reynolds Re = 1.64-10%, la pressione varia con un’ampiezza di circa 0.3 kPa
ed una frequenza di 52 Hz. Il film di materiale piezoelettrico subisce defor-
mazioni di circa 20 um grazie alle quali si genera una tensione alternata con
voltaggio di 120 mV'.

Questo semplice dispositivo ¢ in grado di produrre una potenza di 0.7 puW:
sebbene sia molta bassa, bisogna tenere in considerazione le dimensioni ri-
dotte del dispositivo usato nell’esperimento e la possibilita di utilizzare un
materiale con costante piezoelettrica piul elevata. Inoltre non si é lavorato
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Figura 1: Schema di funzionamento di un energy harvester piezoelettrico.

in condizioni di risonanza, facendo coincidere la pulsazione naturale della
struttura con quella del distacco dei vortici, attraverso la quale la potenza in
uscita potrebbe essere notevolmente aumentata.

Non mancano pero idee e progetti per ottenere potenze piu elevate: in que-
sta direzione sono stati sviluppati materiali polimerici in grado di generare
elettricitda anche per mezzo di piccole deformazioni della struttura, mentre
per i piezoelettrici sono richieste forze meccaniche impulsive; inoltre la quan-
tita di energia generata e l'efficienza di conversione in corrente elettrica sono
notevolmente maggiori rispetto a quelle ottenute dalla piezoelettricita. In
letteratura questi materiali sono indicati come elastometri dielettrici, i qua-
li si comportano in modo analogo a condensatori a capacita variabile, e con
semplici modelli teorici si trovano ottimi accordi con i dati sperimentali come
mostrato in [2].

Un esempio di questo materiale & dato dall’electroactive polymer artificial
muscle (EPAM), che ha il vantaggio di essere a basso costo e di produrre
molta energia anche con poco materiale. Nel 2008 Chiba et al. hanno ap-
plicato un energy harvester basato sul’EPAM per estrarre energia dal moto
ondoso [3]: su una boa ¢ montato un pistone che, messo in moto dalle oscil-
lazioni delle onde, comprime a sua volta il materiale polimerico producendo
energia che viene accumulata in batterie. Gli esperimenti hanno mostrato
che anche in condizioni di mare calmo, con oscillazioni massime di 10 cm,
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Figura 2: (a): Voltaggio generato da un elastometro dielettrico: confronto tra teoria ed
esperimenti. (b): Schema funzionamento elastometri dielettrici.

ogni boa ¢ in grado di generare potenza fino a 11 W.

Gli elastometri possono essere usati anche per produrre energia utilizzando
il vento: in questo caso si tratta di sfruttare ampiezze di oscillazione ridotte,
ma di frequenza piu elevata. Un potenziale energy harvester da cui trarre
profitto in queste condizioni ¢ stato ideato dal Prof. Corrado Boragno, ed ¢
mostrato in Figura 3.

Figura 3: (a): Energy harvester in azione. (b): In rosso l'asta rigida mossa da un flusso
uniforme U, in giallo I'elastometro le cui deformazioni generano energia.

Una struttura rigida € collegata a due elastometri e viene messa in movi-
mento dal moto del vento: la contrazione ed il rilassamento degli elastometri
genera energia elettrica. Sono stati condotti esperimenti in galleria del vento
per studiare il comportamento del sistema in varie configurazioni, modifi-
cando parametri quali la massa, la posizione del centro di massa ed il punto
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di attacco dell’elastico. I dettagli sull’apparato sperimentale sono forniti nel
seguito nella Sezione 4.5.

I risultati mostrano un’ampia gamma di regimi, in particolare in alcuni di
essi il moto dell’ala si auto-sostiene, ed € potenzialmente adatto all’estrazione
di energia dal vento: un esempio € fornito in Figura 4, in cui é mostrata la
traiettoria del centro di massa in varie configurazioni, e da cui si osserva che
in alcune configurazioni il sistema compie oscillazioni periodiche che si pro-
lungano nel tempo, ed é quindi in grado di sfruttare le caratteristiche degli
elastometri dielettrici per ’estrazione di energia.
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Figura 4: Moto del centro di massa in tre configurazioni differenti. Nel caso in blu il
sistema si stabilizza. Nelle altre due (rosso e verde) il sistema compie ampie
oscillazioni ed € potenzialmente in grado di estrarre energia.

L’interazione tra gradi di liberta fluidodinamici ed elastici gioca un ruolo
fondamentale nel determinare i regimi dinamici nello spazio dei parametri.
Tale interazione verra studiata in questa tesi mediante modelli teorici bidi-
mensionali che tengono conto della geometria della struttura e del contributo
netto delle forze fluidodinamiche su di essa.

Parallelamente si fard uso di tecniche di calcolo numerico avanzate per si-
mulare I’evoluzione del sistema investito da campi di vento uniformi in varie
configurazioni. Le simulazioni serviranno sia per verificare la validita del mo-
dello teorico considerato, sia per caratterizzare regimi non trattabili con la
teoria.



Capitolo 1

Principi di Meccanica dei Fluidi

1.1 Ipotesi del Continuo

La meccanica dei fluidi si occupa dello studio dei fluidi e della loro intera-
zione con 'ambiente, ed € fondamentale per la descrizione di fenomeni quali
il moto ondoso e gli eventi atmosferici.

L’ipotesi principale su cui si basa la meccanica dei fluidi & I'ipotesi del conti-
nuo. Un fluido & formato da un numero immenso di molecole in movimento
ed in collisione 'una con l'altra: si tratta quindi di un sistema discreto che
potrebbe essere analizzato a livello microscopico. Spesso pero si € interessati
al comportamento macroscopico del sistema, ovvero al contributo medio del
moto molecolare.|4]

E possibile ignorare la struttura molecolare del fluido ed ipotizzare invece
che il fluido sia definito su un dominio continuo, e che proprieta come la
temperatura, la densita e la pressione siano definibili su distanze piccole a
piacere. Questa ipotesi ¢ valida sino a quando siamo interessati a studiare
scale di grandezza che siano molto piu grandi del cammino libero medio delle
molecole. A questo proposito si definisce il numero adimensionale di Knudsen

Kn

1>

(1.1)

dove A ¢ il cammino libero medio delle molecole e L ¢ la scala di lunghezza in
esame. Fino a quando Kn < 1 l'ipotesi del continuo ¢ valida e la meccanica
dei fluidi puo essere usata; in caso contrario bisogna ricorrere ai metodi della
meccanica statistica. Ad esempio, se si considera ’atmosfera un gas ideale
in condizioni standard si puo scrivere
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kT
A=—2"  ~5.-10%m (1.2)
V2ra?p

dove T' ¢ la temperatura, kp la costante di Boltzmann, p la pressione e o il
diametro delle particelle.
Siccome in seguito tratteremo problemi inerenti l'interazione tra l’aria e
oggetti di dimensioni dell’'ordine del centimetro, l'ipotesi di continuita é
ampiamente soddisfatta.

1.2 Descrizione Euleriana e Lagrangiana

La dinamica di un fluido puo essere descritta per mezzo di due diverse
rappresentazioni. Nella descrizione Lagrangiana si vuole estendere la consue-
ta caratterizzazione di un sistema di punti materiali tramite le equazioni del
moto di ciascun punto nel fluido.

Sia D il volume occupato dal fluido al tempo iniziale ty: il flusso sara de-
scritto dalle leggi del moto

ry =1(t,T0) (1.3)

dove rq indica la posizione iniziale della generica particella di fluido all’inter-
no dell’insieme D. La velocita e ’accelerazione di ogni particella si ricavano
semplicemente usando la derivata parziale temporale:

_or _8'0_821“

= o =% T o (14

v

La descrizione Lagrangiana ¢ utile quando si vuole tracciare la traiettoria
di una o piu particelle, ma é inadatta alla rappresentazione dell’intero flui-
do. Si preferisce un diverso tipo di approccio, la descrizione Euleriana, che
si concentra su cosa accade ad ogni istante, in ogni punto della regione in
esame. Si definisce quindi un sufficiente numero di campi (scalari, vettoriali
o tensoriali) con opportune condizioni al contorno, che descriva 1’evoluzione
delle variabili meccaniche, termodinamiche e chimiche del sistema. Ad esem-
pio, si possono definire i campi di velocita U = U (r,t), di densita di massa
p=p(rt), di temperatura T =T (r,t), etc.
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1.2.1 Derivata Materiale

Si consideri una qualunque proprieta del fluido associata alla particella
fluida in 7 che assuma al tempo t il valore F' (7o, t), e sia f(r,t) il corrispon-
dente campo Euleriano. Volendo connettere le descrizioni Lagrangiana ed
Euleriana, ¢ sufficiente calcolare il campo f seguendo la traiettoria r; della
particella in 7y, trovando l'identita

F(ro,t) = f(re(ro), 1) (1.5)

ovvero il valore che una grandezza F' assume per una particella che sta pas-
sando per un dato punto in un dato istante, ¢ uguale al valore che assume
il campo f associato alla grandezza in questione in quel punto ed in quell’i-
stante.

A partire da questa espressione é possibile ricavare come la quantita F, vista
da un osservatore solidale con la particella in rg, varii in funzione delle coor-
dinate Euleriane. Derivando 'equazione (1.5) rispetto al tempo si ottiene:

OF| _of  of ory _Of
or|, ~ ot Tan ot or

u-V)f (1.6)

dove con r; si sono indicate le componenti di r e gli indici ripetuti, qui come
nel seguito, sono da intendersi sommati.

L’ultimo membro di questa espressione ¢ generalmente chiamato derivata
Lagrangiana o derivata materiale, per sottolineare il fatto che la derivata ¢
calcolata seguendo un elemento di fluido. Il primo addendo della (1.6) indica
la variazione locale di f in una certa posizione, mentre il termine %’} 2—7{1 é
detto termine avvettivo in quanto da informazioni sulle variazioni di f cau-
sate dal movimento della particella da un punto del domino ad un altro in
cui il valore di f é diverso.

Il termine avvettivo contiene il prodotto tra i campi w e f ed é in generale
la causa dei problemi di calcolo legati alla fluidodinamica, poiché rende non
lineare il problema dell’evoluzione dei campi. Una notazione spesso usata
per indicare la derivata materiale ¢ la seguente:

B D
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1.3 Fenomeni di Trasporto

I fenomeni di trasporto sono processi di trasporto di quantita fisiche. Le
equazioni che regolano questi meccanismi sono basate su osservazioni empi-
riche, ma in alcuni semplici casi possono essere ricavate facendo uso della
meccanica statistica.

Le leggi che descrivono i fenomeni di trasporto sono in forte analogia tra loro.

Legge di Newton: ¢ intuitivo pensare che, a causa del moto caotico delle
molecole e degli urti che ne conseguono, la velocita U = (u, v, w) di un
fluido tendera a diventare uniforme, in assenza di forze esterne. Con-
siderando ad esempio la componente u della velocita, questa sara resa
uniforme da un flusso di quantita di moto diretto lungo y e z dovuto
ad un gradiente di velocita tra i diversi piani.

Esperimenti [4] mostrano che lo sforzo di taglio 7 su un elemento di
superficie &€ dato in buona approssimazione da

dU;
de

(1.8)

Tij = —H

kg

ms} ¢ la viscosita dinamica.

dove la costante di proporzionalita p [

Legge di Fick: data una mistura di gas la cui concentrazione C (7, t) non
¢ uniforme, gli esperimenti mostrano che un flusso netto di materia ¢
viene indotto in direzione opposta al gradiente di concentrazione

p=—-DVC (rt) (1.9)

dove la costante di proporzionalita D, detta coefficiente di diffusione,
dipende dal fluido in esame ed ¢ strettamente collegata alla rapidita di
diffusione.

Legge di Fourier: quando si hanno gradienti di temperatura 7" non nulli,

si instaura un flusso netto di calore Q) diretto in direzione opposta ad
essi

Q=kVT (1.10)

dove il fattore di proporzionalitd k& & detto conducibilita termica del
materiale.
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1.4 Deformazioni

Volendo ricavare le equazioni che regolano il moto di un fluido é cruciale
determinare le forze che agiscono su ogni suo elemento, e che dipendono dalle
deformazioni o sforzi che subisce. Essendo un fluido in continuo movimento,
converra definire tassi di deformazione.

Tasso di Deformazione Lineare Si consideri un elemento di fluido sot-
toposto a stress nella direzione x1, come in Figura 1.1. Sia dz; la distanza
infinitesima tra gli estremi dell’elemento, ed u; il campo di velocita al tempo
t nell’estremo A. Nello stesso istante, il campo di velocita all’altro estremo
sara:

8u1

= —d 1.11
Us U1+a$1 T ( )

Al tempo t + dt 'estremo A percorre uno spazio pari a u;dt, mentre lo spo-
stamento di B é (u1 + %6%) dt. Si definisce tasso di deformazione lineare

x1
lungo la direzione x1:

1 D_ 1 AB-AB 112)
L1 = 51'1 Dt = 5$1 dt N ‘

1 Uldt + g—xdfldt — Uldt aul

In generale, il tasso di deformazione lineare nella direzione « ¢ dato da:

O,
Dpo= o2
L 0T,

(1.13)

Tasso di Deformazione di Volume Generalmente si vuole pero conoscere
lo stress subito da un volumetto elementare nello spazio 3D. Si ha quindi
bisogno di tre direzioni, indicate da i, x5, x3, ed il volume elementare in
considerazione ¢ 6V = dx1dx90x3.

In modo del tutto analogo alla (1.12) si definisce il tasso di deformazione
di volume:

1 D 1 D

_D _- = e —
V" SV Dt 51019013 Dt

(51‘151‘251’3) =
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Figura 1.1: Deformazione di un elemento di fluido.

= ——0T1 + — —— 0Ty + — —0w3 = (1.14)
x x

Tasso di Deformazione Angolare Un elemento di fluido puo andare in-
contro anche a cambiamenti di forma. Si definisce tasso di deformazione
angolare la variazione dell’angolo formato da due linee perpendicolari del
fluido in un intervallo temporale dt.

Facendo riferimento all’immagine 1.1 si ha:

D4

— Sl Pt 1.1
8.732 8]31 ( 5)

dt  dt

da+ds 1 g—ﬁgéxzdt 3%5-73161?5 ou,  Ous
=— = - = _—+

(SLUQ (5%1

Si noti che nell’equazione (1.12) comparivano derivate parziali nella direzione

in esame, mentre nella (1.15) si trovano le derivate parziali incrociate. Da

questa osservazione si puo concludere che le deformazioni di un fluido posso-

no essere descritte in termini di un tensore delle deformazioni e definito da

=3 (axj * 8xi> (1.16)
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in cui i termini sulla diagonale corrispondono alle deformazioni lineari date
dalla (1.12), mentre i termini fuori diagonale corrispondono alla meta dei
tassi di deformazione angolare dati da (1.15)

1.5 Vorticita

Per definire le rotazioni del fluido, si considerano ad un dato istante due
linee perpendicolari e si misurano le velocita angolari con cui ruotano. Fa-
cendo riferimento alla Figura 1.1 queste velocita rispetto all’asse x3 sono

% e —ij—?. Partendo dall’equazione (1.15) si puo definire la vorticita lungo
I’asse x3:
dt dt 5.7?1 5562 8;1:1 8332 )

Dalla definizione di rotore, si trova che il vettore della vorticita é dato da:

0
w; = 5ijk$ 0 w=Vxu (1.18)
J

Un fluido si dice irrotazionale quando w = 0, che equivale alle condizioni:

aui . 8uj
al'j N (9.251

i j (1.19)

Una quantita importante legata alla vorticita ¢ la circolazione, ossia l'inte-
grale della componente tangenziale della velocita su una curva € chiusa:

Fzﬁuds (1.20)

Usando il teorema di Stokes si trova il collegamento tra la circolazione e la
vorticita

Fz}iu-ds:/ﬁ(qu)-dA:/Aw-dA (1.21)

dove A ¢ la superficie delimitata da €. Quindi la circolazione su una curva
chiusa eguaglia l'integrale di superficie della vorticita, o equivalentemente la
vorticita in un punto corrisponde alla circolazione per unita di area.
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1.6 Moto Relativo

Sia u(x,t) la velocita del fluido nel punto « all’istante ¢, e u+ du la velo-
cita allo stesso istante del punto x+dx. La velocita relativa ¢ quindi data da:

8UZ‘

II termine 2% dell’equazione (1.22) ¢ detto tensore del gradiente di velocita,
J
e puo essere scomposto in una parte simmetrica ed una antisimmetrica:

== - - 1.2

Usando 'equazione (1.16) e definendo il tensore delle rotazioni

8ui 8uj
= oui 1.24
" J 81‘]' 63:1 ( )
la (1.23) si puo riscrivere:
8_% =€ + 5T (1.25)

Usando 'equazione (1.18) si trova che il tensore delle rotazioni puo essere
scritto in termini delle componenti della vorticita:

0 —Ww3 Wa
r= ws 0 —W1 (6] Tij = —EijkWk (126)
—W2 w1 0

Sostituendo le equazioni (1.26) e (1.25) nella (1.22) si trova

1 1
dui = eijdxj — §€Z‘jkwkd.’ﬂj = eijda:j -+ 5 (w X d.’l))l (127)

in cui il primo termine ¢ il contributo alla velocita dato dalle deformazioni,
ed il secondo termine rappresenta il contributo di corpo rigido, poiché deriva
da un moto rotatorio di velocita angolare .
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1.7 Leggi di Conservazione

In questa sezione si vogliono ricordare le leggi di conservazione su cui ¢
basata la fluidodinamica, e dalle quali derivano le equazioni che regolano il
comportamento dei fluidi. In generale, si vogliono calcolare quantita come

T pay (1.28)

dove la regione V'(t) puo essere fissata o muoversi con il fluido. Il caso genera-
le in cui la superficie A(t) del volume V() si muove a velocita w4 corrisponde
al teorema di Leibniz:

4
dt V(1)

F
F(a:,t)dV:/ a—dV—F/ dA - usF (1.29)
vy Ot A()

Nel caso in cui si consideri un volume fissato si avra V(t) = V e ug = 0,
mentre se si ¢ interessati ad un volume materiale V(t), la sua superficie si
muoverd alla velocita del fluido, quindi w4 = u. La (1.29) diventa rispetti-
vamente:

d oF
2 F _ [ & i
(a) dt/v (x,t)dV L av (V fissato)
(b) D F(m,t)d\?:/ a—FdV—l—/ dA - uF (V' materiale)
Dt Jo vy Ot Al

(1.30)

L’ equazione 1.30(b) prende il nome di teorema del trasporto di Reynolds.
Ricordiamo anche che le forze che agiscono su un elemento fluido sono clas-
sificabili in tre categorie:

1. forze di volume: sono esercitate a distanza, senza bisogno di contatto
fisico, e agiscono su ogni elemento di volume. Esempi tipici sono la
forza di gravita e la forza elettromagnetica;

2. forze di superficie: agiscono su elementi di superficie e sono generate
tramite contatto diretto. Per ogni direzione, ’elemento di forza di su-
perficie dF' pud essere scomposto in due componenti tangenziali (o di
taglio) ed una normale alla superficie, che sono naturalmente rappre-
sentabili per mezzo del tensore degli sforzi 7;; in cui gli elementi sulla
diagonale indicano la forza normale per unita di superficie nella dire-
zione i-ma, mentre quelli fuori diagonale indicano le forze di taglio per
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unita di superficie nella direzione j-ma rispetto alla faccia orientata
nella direzione i-ma. E facile dimostrare che il tensore degli sforzi é
simmetrico, e quindi:

3. forze di linea: agiscono per contatto all'interfaccia tra fluidi di natura
diversa e per questo motivo non appaiono nelle equazioni del moto, ma
solo nelle condizioni al contorno.

Conservazione della massa: si consideri un volume fissato e si bilancino
I'incremento di massa all’interno del volume ed il flusso di massa attraverso
la superficie. Usando la 1.30(a) si ottiene

/8pdv__/Apu~dA:—/VV'(ﬂu)dV (1.32)

avendo usato nel secondo passaggio il teorema della divergenza. In forma
differenziale la legge di conservazione per la massa puo essere riscritta come:

“E A Vou=0 (1.33)

Il primo termine di questa equazione indica il tasso di variazione della den-
sita seguendo una particella fluida. Sebbene esso non sia nullo, ¢ comun-
que trascurabile rispetto al secondo sotto opportune condizioni raggruppate
nell’approssimazione di Boussinesq (vedi [4], 4.18), che d’ora in avanti sara
considerata sempre valida.

In questo caso I'equazione (1.32) si riduce alla forma incompressibile:

V-u=0 (1.34)

Conservazione del momento: si consideri un elemento di fluido su cui
agiscono la forza di gravitd g = —g2 e forze di superficie. La somma delle
forze di superficie nelle direzione z; ¢ data da:

(87'“ + (97’21' i 87'31' aTjZ d\? _ 87@ AV (135)

Oor; Oxy  Oxs Oz 0x;

Usando la legge di Newton per unita di volume, si ottiene:

) dxidxodrs =

(1.36)
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Questa equazione, detta equazione di Cauchy, ¢ un’equazione del moto valida
per ogni sistema, solido o fluido, una volta che é nota la forma esplicita del
tensore degli sforzi 7;;.

1.8 Equazioni di Navier-Stokes

In un fluido a riposo gli sforzi agiscono perpendicolarmente alla superfi-
cie, e non dipendono dall’orientamento della superficie stessa, ossia il tensore
degli sforzi é isotropo. L’unico tensore isotropo del secondo ordine é la delta
di Kronecker, e di conseguenza 7;; deve contenere un termine proporzionale
a 0;;, da cui

Tij = —Doij (1.37)

dove p é la pressione termodinamica del sistema.
Quando un fluido ¢ invece in movimento compaiono effetti dovuti alla visco-
sista che generano sia forze normali che di taglio. In generale quindi:

Tij = —Poij + 0ij (1.38)

Poiché il termine o;; deriva dal movimento del fluido, dovra essere legato al
gradiente di velocita 37“;. Facendo riferimento alle equazioni (1.23) e (1.25),
vediamo subito che soltanto la parte simmetrica e;; puo contribuire, essendo
la parte antisimmetrica legata alla deformazioni rigide, le quali non generano
stress.

Assumendo una relazione lineare tra o ed e, si ottiene

05 = Kz-jmnemn (139)

essendo Kjjn,, un tensore del quarto ordine avente 81 componenti. I fluidi
che soddisfano questa relazione sono detti fluidi Newtoniani.

Se si prende in considerazione un mezzo isotropo, si deve concludere che an-
che K;jp,, dovra essere tale, e si riduce alla forma

Kijmn - A(Sij(smn + :u(siméjn + ’Yézn(sm] (140)

avente solo 3 componenti indipendenti.
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Inoltre, ricordando I'equazione (1.31), K, deve essere simmetrico per scam-
bio degli indici ¢ e j, da cui si deduce che v = p e dall’equazione (1.39) si
ottiene:

Oij5 = Q[L@Z‘j + )\emmdij (141)

Infine, per un fluido incompressibile e,,,, = V - u = 0 dalla (1.34), e si trova
I’equazione costitutiva del tensore degli sforzi per un fluido incompressibile:

Tij = _pfsz] + 2,[,&627' (142)

Inserendo ’equazione costitutiva nell’equazione del moto di Cauchy (1.36) si
trova

p% = —Vp+pg+ uViu (1.43)
Dt

ovvero le le equazioni di Navier-Stokes per fluidi Newtoniani incompressibili,

in cui il coefficiente i indica la viscosita dinamica del mezzo.

Prendendo il rotore delle equazioni di Navier-Stokes si puo ricavare un’equa-

zione per la vorticita definita dalla (1.18), dalla quale discende direttamente

che:

V-ow=0 (1.44)

In particolare, scegliendo un sistema di riferimento non rotante ed un fluido
barotropico, definendo la viscosita cinematica del mezzo v = u/p ed usando
identita tra operatori vettoriali si trova:

Dw

o = (w-V)u+rvViw (1.45)



Capitolo 2

Flusso Potenziale ed
Aerodinamica

Le equazioni di Navier-Stokes, integrate con opportune condizioni al con-

torno, sono potenzialmente in grado di descrivere il comportamento di un
fluido qualsiasi. Tuttavia la loro soluzione & estremamente complessa, tan-
to che non si conosce una forma analitica esplicita per esprimerla nel caso
generale. Concentrandosi perd su un particolare tipo di fluido, si possono
adottare per la loro soluzione approssimazioni che portano a risultati in ot-
timo accordo con i dati sperimentali e numerici.
In particolare, nel seguito studieremo 'interazione tra fluidi e corpi rigidi in
due dimensioni, e non sara necessario conoscere ogni dettaglio sul moto del
fluido, ma sara sufficiente conoscere la forza risultante che il fluido esercita
ad ogni istante sul corpo. Oltre alla bidimensionalita, per arrivare a questi
risultati applicheremo la teoria del flusso irrotazionale. Infatti ’equazione
per la vorticita (1.45) nel caso bidimensionale si riduce a

Dw 9
— = 2.1
Dt vViw (2.1)

essendo w perpendicolare al piano del moto. Si vede subito che se la viscosita
del fluido é nulla, allora la vorticita rimane costante, e partendo al tempo
to da un fluido a riposo, in cui w (ty) = 0, il fluido rimane irrotazionale a
qualunque istante.

Tuttavia é noto che anche per fluidi viscosi gli effetti dovuti alla viscosita
sono importanti solamente vicino alle superfici rigide, sulle quali deve essere
soddisfatta una condizione di non-permeabilita. La regione in cui la visco-
sita non puo essere trascurata ¢ chiamata strato limite o boundary layer, ed
il suo spessore decresce all’aumentare del numero adimensionale di Reynolds:

23
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Re=—=—+ (2.2)

Per Re > 1 il fluido puo quindi essere diviso in due regioni, una lontana
dalle superfici, dove vale ’approssimazione a fluido inviscido ed irrotazionale,
ed una contenente lo strato limite, in cui sono presenti fenomeni vorticosi
provocati dalla viscosita.

2.1 Flusso Potenziale

Un flusso bidimensionale ¢ detto irrotazionale o potenziale quando ¢ sod-
disfatta la condizione

ov  Ou
pr 8_y =0 (2.3)

la quale garantisce l'esistenza di un potenziale di velocita ¢(z,y) tale che:

dp dp

ik e 8—y—v (2.4)

Inoltre, considerando fluidi incomprimibili, si ha anche la condizione

ou Ov
P T, 2.
o + By 0 (2.5)

che genera un secondo potenziale ¥ (x,y) tale che:

o o
— =u e — =0 2.6
oy ox (2:6)
Ovviamente i due potenziali devono essere collegati, infatti soddisfano le con-
dizioni di Cauchy-Riemann:

96 _ oY
oxr Oy
(2.7)
9o O
3_y_ ox

Entrambi i potenziali soddisfano ’equazione di Laplace
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(Vi =V =0
do o0y . :
= Fs = 0 (superficie solida) (2.8)
do Oy o

S U (asintoticamente)

dove n e s indicano rispettivamente i versori perpendicolare e parallelo alle
linee equipotenziali. La condizione di corpo rigido indica che il fluido non
puo attraversare la superficie solida, mentre nella condizione al contorno si
¢ considerato il caso tipico in cui il flusso entrante U ¢ uniforme e diretto
lungo 2.

E utile ancora ricordare che il problema puo essere affrontato nel piano com-
plesso introducendo le variabili

z2=x+1y e w= ¢+ i (2.9)

e che la derivata dw/dz é ben definita in tutta la regione in cui w ¢ analitica,
ossia dove le condizioni di Cauchy-Riemann (2.4) sono soddisfatte. La varia-
bile w é chiamata potenziale complesso, e dalla sua definizione si ricava:

Z—fz%(qﬁﬂw):u—w (2.10)

Di seguito si riportano senza dimostrazione i pit importanti teoremi sulla
circolazione e sul flusso potenziale che verrano usati nel seguito.

Teorema della Circolazione di Cauchy Si consideri un fluido invisci-
do e barotropico su cui agiscono forze conservative. Scegliendo un sistema di
riferimento non rotante, la circolazione I' calcolata su una curva chiusa C' in
movimento con il fluido rimane costante nel tempo:

DI,
Dt

0 (2.11)

E da notare che nella dimostrazione la condizione di flusso inviscido ¢ usata
soltanto sul contorno C', pertanto il teorema resta valido anche per fluidi a
viscosita non nulla, fintanto che non vi sono forze viscose lungo il percorso
seguito da C.
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Teorema di Blasius Si consideri un corpo bidimensionale qualunque im-
merso in un fluido di densita p, e siano D e L rispettivamente le forze di
drag e di lift, ovvero le componenti lungo T e y della risultante forza fluidodi-
namica agente sul corpo. Se il fluido in esame é stazionario ed irrotazionale,
le forze fluidodinamiche sono date da

, i dw\*
D —ilL = §p7€ (E) dz (2.12)

dove C' & un contorno chiuso qualunque contenente il corpo.

Applicando il teorema di Blasius a un corpo immerso in un fluido con velocita
asintotica U, intorno al quale é presente una circolazione netta I', si ricava
il teorema del lift di Kutta-Zhukhovsky

D=0
{ L= pU.T (2.13)

da cui si osserva che la teoria di flusso potenziale non riesce a descrivere le
forze di drag.
Per una dimostrazione di questi teoremi si veda, e.g., [4].

2.2  Flusso Incompressibile su un Profilo Sottile

Airfoil section

Figura 2.1: Definizione di airfoil con grande aspect ratio.

|&

Consideriamo ora un corpo rigido (prisma) immerso in un fluido. Facen-
do riferimento alla Figura 2.1, indichiamo con L la larghezza dell’ala che si
estende lungo y, e con ¢ la lunghezza o corda dell’ala che si estende lungo
x. Il rapporto a = % tra larghezza e lunghezza del corpo ¢ chiamato aspect
ratio. Nel caso in cui questo rapporto sia grande, si puod considerare di ta-
gliare il prisma perpendicolarmente alla larghezza, e studiarne una sezione;
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in aerodinamica questa sezione ¢ chiamata profilo alare o airfoil.

La filosofia del calcolo delle forze aerodinamiche agenti su un profilo ¢ ben
descritta in [5], e consiste nel sostituire la superficie di un’airfoil sottile con
un insieme di vortici v, di intensita per unita di lunghezza pari alla discon-
tinuita assunta dalla componente tangenziale della velocita in quel punto:

V(s) = ur —us (2.14)

Vortex sheet on
camber line

Vio Voo
= T —
c> s ”(s)

Thin airfoil

Airfoil of
arbitrary shape
and thickness

o

Figura 2.2: Filosofia di calcolo delle forze aerodinamiche: la corda del profilo ¢ sostituita
da una distribuzione di vortici.

Integrando sul profilo si ottiene la circolazione

b
F:/ vyds (2.15)

che puo essere usata per calcolare il lift partendo dall’equazione (2.13). In
questo modo si garantisce che la superficie del profilo sia una linea di flusso
del fluido, ma analiticamente rimane ancora un grado di liberta su I'. L’e-
quazione che fissa I' nel caso stazionario é detta condizione di Kutta, la quale
afferma che il valore che I' assume per un dato profilo ad un dato angolo di
attacco, & quello che rende il distacco del fluido dal trailing edge il piu liscio
possibile. In formula:

V()| gmgpp = 0 (2.16)

Sostituire al profilo sottile un insieme di vortici (vedi Figura 2.2) equivale a
modellizzare lo strato limite con una striscia infinitamente sottile, e permette
di considerare gli effetti della vorticita anche trattando un fluido potenziale.
Si consideri ora un profilo sottile y = y(x) investito da un fluido di velocita
Us con angolo di attacco a < 1. Affinché I'airfoil sia una linea di flusso,
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deve valere

U +0'(s) =0 (2.17)

dove Us , € la velocita indisturbata del fluido perpendicolare al profilo, e v/(s)
la componente della velocita indotta dai vortici sulla superficie e normale ad
essa. Per piccoli angoli possiamo approssimare i loro valori rispettivamente
a

Uson ~ Use <a - Z—i) V(s) ~ v(z) (2.18)

dove v(z) ¢ la componente verticale della velocita indotta dai vortici lungo
la corda, ed & data da:

Y AR (9
o(z) = /0%( e (2.19)

Combinando queste equazioni con la condizione di Kutta otteniamo le equa-
zioni per un profilo sottile:

/oc %dﬁ — U <a - ;Z_i> (2.20)

Usando le trasformazioni

€= =(1—cosb) r == (1-cosby) (2.21)

l\DIo
l\DIm

I’equazione integrale per + puo essere risolta, e la soluzione ¢ data da

C sinf

v(0) = 2Uw ( L+ cosf iA sin n@) (2.22)

dove i coefficienti A, sono i coefficienti di una serie di Fourier, e possono
essere ottenuti soddisfando le equazioni (2.20), ottenendo i seguenti risultati:
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1 K
hma [
T Jo dx

2 ["d
An:;/o d—icos(nGO)dQO

(2.23)

Si conoscono ora tutti gli ingredienti per ottenere le forze fluidodinamiche
sull’ala: la circolazione totale sul profilo ¢ data dall’equazione (2.15)

c

F:—/ ~(0) sin 0df =
2.Jo

= cUy (AO/ (1+ cosf) d@—I—ZAn/ sin (nd) Siﬂ@d@) = (2.24)
0 0

n=1
=cUy <7TA0 + gAl)

e dal teorema (2.13) troviamo un’espressione per la forza di lift. Introducen-
do la quantita adimensionale

L

C)= ——— 2.25
R YIOERe (2.25)
detta coefficiente di lift, si trova:
pUs T 1 /7T dy
Ci=+—-—=2 — — Oy — 1) db 2.26
| LU 7T(CY+7T i dgc(cos o — 1) dby (2.26)

E da notare che il coefficiente cresce linearmente con «, in particolare

dc
— =2 2.27
T =2 (2.27)
vale qualunque sia la forma del profilo; inoltre 'angolo a cui si ha C; = 0
cresce all’aumentare della curvatura del profilo.

Oltre al lift la teoria potenziale permette di ricavare anche il momento torcen-
te indotto dal fluido sul corpo: un vortice a distanza £ dal leading edge, ovvero
dall’estremo dell’ala su cui impatta il vento, ha una forza pari a dI" = (&)d¢,
e gli ¢ associata una forza di lift infinitesima pari a dL = Uy pdl.
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Il momento totale rispetto al leading edge ¢ pertanto dato da:
M= ~pUs. [ €2(6)d¢ (2.25)
0

Per avere come di consueto una quantita adimensionale si definisce il coeffi-
ciente di momento:

MLE

1 2 2
§I0Uooc

CM,ze = (2.29)

Usando le trasformazioni (2.21) ¢ facile integrare ’equazione per il momento
ed ottenere:

T A C, =«
CM,le = _5 (AO + Al - 72) - - |:Zl + Z (Al - AQ) (230)
Da questa equazione si nota che se I’airfoil non ha curvatura, ossia % =0,

allora A; = Ay = 0. Essendo inoltre il coefficiente di momento rispetto ad
un punto a distanza z dal leading edge dato da

CM,i - C}M,le + %Cl (231)

concludiamo che per un profilo simmetrico il centro di pressione, ossia il pun-
to rispetto a cui il momento fluidodinamico é nullo, é situato ad un quarto
di corda.

2.3 Caso Quasi Statico

I risultati della sezione precedente sono stati trovati con la condizione che
il flusso incidente sull’airfoil fosse stazionario. Tuttavia ¢ necessario anche
studiare la risposta dinamica del sistema rispetto a perturbazioni del flusso
incidente, o anche ad effetti dovuti al movimento del corpo nel fluido. In que-
sto caso l'intensita dei vortici, e di conseguenza le forze ed i momenti dovuti
al lift, dipenderanno dal tempo, e nel caso in cui il numero di Reynolds sia
abbastanza grande, si avranno vortici anche nella scia del profilo. La ragione
di questo fatto ¢ insita nel teorema di Cauchy (2.11), per cui le variazioni
di intensita (o il distacco) di vortici dal profilo devono essere bilanciate da
variazioni uguali e opposte nella scia.
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Un primo approccio per analizzare il problema ¢ l'approssimazione quasi-
statica: dato un profilo che si muove di moto roto-traslazionale non costante
in un fluido, ad ogni istante le sue proprieta aerodinamiche sono uguali a
quelle che avrebbe un profilo identico in movimento con velocita traslaziona-
li e rotazionali costanti ed identiche ai valori istantanei del caso non costante.
Allo stesso modo 'angolo di attacco del flusso incidente ¢ assunto costante
ed uguale all’angolo di attacco istantaneo. [6]

Sotto questa ipotesi, possiamo ancora usare alcuni dei risultati del caso sta-
tico. Si consideri un profilo sottile di corda ¢ investito da un flusso uniforme
U, e si assuma che il sistema sia libero di traslare verticalmente lungo 1’asse
y e di ruotare intorno ad un asse distante x; dal leading edge. Questo tipo
di dinamica é generalmente indicato come moto di pitch and plunge.

Figura 2.3: Dinamica di pitch and plunge.

Chiamando « l'angolo formato dall’asse z ed l'airfoil, la componente ver-
ticale della velocita di un punto a distanza x dal leading edge ¢ data da:

vy(z) =——+ (x; — ) — (2.32)
Dalla condizione di non permeabilita si ricava che la componente verticale

della velocita del fluido sul profilo deve essere

dy da
v(x) = —Uoz—%—l—(xf—a:)% (2.33)

da cui si vede che 'angolo di attacco istante per istante tiene conto del-
la dinamica del sistema. Ripartendo dall’equazione (2.20) e sostituendo al
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secondo membro della prima equazione la (2.33) possiamo integrare e rica-
vare i coefficienti di lift e momento dinamici, di cui riportiamo solo i risultati:

ldy 1 /3 da
C,=2r [Oé—l-ﬁ%—i-ﬁ (ZC—ZL’f) E} (234)
mcda 1
CM,le — _@E - Z_J:Cl (2.35)

Questi coefficienti sono stati ricavati usando soltanto la circolazione e la vor-
ticita del flusso. Ad ogni modo € un fatto noto che nel caso non stazionario
si originino altre forze dovute a termini di massa aggiunta che non sono spie-
gabili tramite questo modello, ma che possono influire in modo importante
sulla dinamica del sistema.

2.4 Caso non Stazionario: Teoria di Theodor-
sen

La trattazione completa del problema di pitch and plunge di un profilo
sottile e simmetrico in un flusso incomprimibile ed uniforme fu pubblicata
per la prima volta da Theodorsen nel 1935, ed ¢ tutt’oggi un importante
riferimento per molti problemi nell’ambito dell’aeroelasticita [7].

In questa sezione si vogliono indicare i passaggi chiave del metodo usato da
Theodorsen, e riportare i risultati principali che applicheremo nel seguito.
Per una trattazione completa si veda [8].

Adeguandoci alla letteratura, indicheremo la lunghezza della corda del profilo
con ¢ = 2b, essendo —b < x < b e considereremo il piano z-z. Si tratta quindi
di risolvere I’equazione di Laplace V2¢ = 0 con le condizioni al contorno sulla
componente verticale della velocita sul profilo date da

0z, 0%,
ot +U ox

w = wy(z, 1) (2.36)

dove il pedice a indica che la condizione va applicata sulla superficie dell’ airfoil.
Ovviamente in x = b dovra essere soddisfatta la condizione di Kutta.

La soluzione di Theodorsen ¢ divisa in due parti: la condizione (2.36) &
soddisfatta attraverso I'inserimento di un’opportuna distribuzione di pozzi e
sorgenti sopra e sotto la linea z = 0; sulla corda vengono poi inseriti i vor-
tici, con contro-vortici nell’intera scia da b ad infinito, cosi da soddisfare la
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condizione di Kutta e non modificare le condizioni al contorno.
Il foglio sottile ¢ ottenuto per mezzo di una trasformazione conforme [9] che
mappa una circonferenza di raggio b/2 nel piano X-Z in una linea nel piano

T-Y:

-b<x<b

1
2 2 139
X+7Z° = 4b — { =0 (2.37)
In particolare la trasformazione conforme ¢ data da
b2
iz =(X+iZ)+ —+ 2.
r+iz=(X+i )+4(X+@'Z) (2.38)

da cui si ricava la corrispondenza tra i punti della circonferenza e quelli del
foglio sottile, cosi come quella tra i punti della scia, nei due piani.
Indicando con # la direzione angolare nel piano X-Z si trova per i punti del
profilo

x =bcosd z2=0 (2.39)
mentre per la scia:
b?
=X+ — =7Z=0 2.40
x +ix 2 (2.40)

Dalle proprieta delle trasformazioni conformi possiamo anche ricavare le cor-
rispondenze tra le velocita nei due piani. La relazione che permette di farlo
¢ la seguente

qx — 4z
d(z+iz)
Ad(X+iZ)

u—iw = (2.41)

dove ¢x e gy sono le componenti cartesiane della velocia sulla circonferenza.
La (2.41) permette anche di trovare come sono legati i potenziali delle velo-
cita tra X-Z e x-z, ossia

02 b €2
Py — P = / q@§d9 = —/ udx (2.42)
01 1

dove ¢y e g, indicano le componenti polari della velocita sul cerchio, ed i
pedici 1 e 2 indicano due punti nei piani in considerazione legati dalla tra-
sformazione (2.38).
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Per soddisfare la condizione (2.36) Theodorsen inserisce un insieme di sor-
genti sulla semicirconferenza superiore e di pozzi di uguale intensita sulla
semicirconferenza inferiore. Ad una attenta analisi della trasformazione con-
forme (2.38) si osserva che la parte superiore ed inferiore del foglio sottile
nel piano z-z non sono a contatto, ma si trovano su due diverse superfici di
Riemann [7], e questo garantisce che i contributi di pozzi e sorgenti non si
cancellino tra loro.

Tralasciando la dimostrazione, € ora possibile calcolare la differenza di pres-
sione tra la superficie superiore ed inferiore, ovvero

Oy U 0O¢y
ot bsinf 06

pu—pL = —2p [ (2.43)

da cui, per integrazione, otteniamo il lift ed il momento rispetto ad un asse
x = ab, dove a & un parametro adimensionale tale che —1 < a < 1. Qui di
seguito si riportano i risultati:

b T
Ly = —/ (py — pr) dx = 2pb2/ ¢y sin 6do (2.44)
b at Jo

= 2pUb/ ¢y sin 6df — 2pb2% / ¢u (cos @ — a) sin 6do (2.45)
0 0

Il pedice nc indica che i contributi cosi ottenuti si riferiscono solo alla parte
non circolatoria del flusso.

Possiamo usare i risultati ottenuti per ottenere lift e momento di un profilo
rigido con una dinamica di pitch and plunge, ossia libero di traslare vertical-
mente e ruotare intorno ad un asse x = ab rispetto al quale sono calcolati i
momenti. Indicando con h(t) lo spostamento verticale e con «a(t) 'angolo di
rotazione, la corda del profilo al tempo t é data da:

zo(x,t) = —h(t) — a(t) (x — ba) (2.46)

Dall’equazione (2.36) si trova
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we(x,t) = —h(t) — Ua(t) — a(t) (z — ba) (2.47)
da cui, usando la trasformazione (2.39)

du(0,1) = b (h(t) n Ua(t)> sin 6 + b2a(t) sin 6 (% cos 6 — a> (2.48)

ed infine:
Lo = mpb? (h(t) +Ua(t) — bad(t)) (2.49)
M, = pb* {Uh(t) + bah(t) + UPa(t) — b2é(t) (% + aQ)] (2.50)

I risultati appena ricavati sono per noi di particolare importanza in quanto
verranno adattati nel seguito all’analisi di stabilita e alla ricerca di curve
marginali nello spazio dei parametri.

A questo punto si puo osservare che la soluzione non circolatoria non soddisfa
la condizione di Kutta, ed & quindi necessario sovrapporre altri termini che
controbilancino quelli inseriti fino ad ora in modo che v(#)|,—, = 0.

Questo risultato ¢ raggiungibile inserendo un’opportuna distribuzione di vor-
tici e contro-vortici in scia sull’asse z = 0 che si muovono alla velocita in-
disturbata del fluido. Cosi facendo non solo la condizione di Kutta risulta
soddisfatta, ma anche il teorema di Cauchy (2.11).

Con un procedimento analogo al precedente, si calcola il potenziale ¢y, la
differenza di pressione py — pr, e per integrazione si ottengono lift e momenti
dovuti al contributo circolatorio. Applicando questi risultati alla dinamica
di pitch and plunge (2.46) si trova che:

/b \/%%u(gu t)dg

> b
| Geptenie

. 1
L.=2mpUb {h—i—Uoz—l—b(ﬁ—a) d] (2.51)
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§

1) /bm\/%%(ﬁ,t)d

2) R VETT
/b (6 e
(2.52)

. 1 1
M, = —27pUb? {h—l—UowLb(i—a) d] 3~ (a—i—

Gli integrali che compaiono in queste formule indicano I'influenza sul sistema
della scia, che si estende sulla linea b < z < o0, 7, indica la circolazione per
unita di lunghezza e la variabile £ ¢ una lunghezza ottenuta dalla trasforma-
zione conforme (2.38).

Per semplificare i risultati, consideriamo il caso particolare in cui il siste-
ma compia piccole oscillazioni armoniche di pulsazione w su entrambi i gradi
di liberta, e assumiamo che di conseguenza anche l'intensita dei vortici in scia
vari armonicamente. Introducendo come d’abitudine variabili adimensionali,
possiamo quindi scrivere

Yoo 1) = e (2.53)
gli integrali nelle equazioni (2.51) e (2.52) possono essere riscritti come
——="w(&,1)d¢ —
2 _ 2 2 _
b_VE L Ve -1 —et) (254)

o0 b = o0 * . .
e VL g

——
L VET
e sono funzioni della sola frequenza ridotta k. C(k) ¢ chiamata funzione di

Theodorsen, e facendo riferimento a [8, 10] puo essere ricondotta ad un rap-
porto tra combinazioni lineari di funzioni di Hankel

H (k)

C(k) = F(k)+1iG(k) = H(Q)(k‘) N iH(Z)(k)

(2.55)

dove le funzioni di Hankel del secondo tipo H? sono una particolare combi-
nazione lineare di funzioni di Bessel del primo e secondo tipo:

H? = J, —iY, (2.56)

n
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In questa approssimazione, sommando sia i contributi circolatori che quelli
non circolatori, si trovano le espressioni complete per il lift e per il momento:

Lin = Lo + Lo = 7pb? (k YU — bad) +

+2mpUbC (k) {h + Ua + ba (% - a>] (2.57)

. 1 1
My, = M, + M, = wpb? [bah— Uba (5 — a) — b (§ —i—a)] +

+27pUb? <a + %) C(k) [iz +Ua + ba (% — a>] (2.58)

Riassumendo, il ruolo della funzione di Theodorsen in queste espressioni €
quello di tenere in considerazione l'effetto dei vortici nella scia sul moto del
sistema. Nel limite in cui la frequenza di oscillazione tende a zero, ci aspet-
tiamo che il contributo della scia sia irrilevante, e di ritrovare quindi il limite
quasi statico. Poiché

R [hm G(k)] ~1 (2.59)

k—0

il limite quasi statico della teoria di Theodorsen risulta essere:
Lip,, = Tpb? <h +Uda — bad) + 27pUb {h + Ua + ba (5 — a)} (2.60)

Facendo riferimento all’equazione (2.34), e ricordando che ¢ = 2b e che
vy = 5(a + 1), il lift che abbiamo ricavato dalla teoria quasi statica risulta
essere

. 1
Lys =2mpUb {Uoz +h+0b (5 - a) d] (2.61)

che coincide con il secondo termine del limite di Theodorsen. Come gia
annunciato nel paragrafo precedente, il modello quasi statico deve essere in-
tegrato con termini detti di massa aggiunta, che possiamo ottenere del con-
fronto delle due espressioni precedenti:

Lada = Ling, — Lgs = mpb? (fl +Ua — bad) = Madd (71 +Uda — bad) (2.62)
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da cui:

Madq = Tpb* (2.63)

Quindi nel limite quasi statico tutto va come se un cilindro di fluido di densita
p e raggio b si muovesse istante per istante alla stessa velocita del foglio sottile,
inducendo nuove forze. Un ragionamento del tutto analogo puo essere fatto
dal confronto delle espressioni dei momenti.



Capitolo 3

Metodo Numerico

In questo capitolo verra descritto il metodo usato per risolvere numerica-

mente le equazioni di Navier Stokes su geometrie arbitrariamente complesse.
L’approccio numerico a problemi di tipo fluidodinamico ¢ noto come Com-
putational Fluid Dynamics (CFD) [19, 20, 21|, e le simulazioni che verran-
no effettuate saranno Direct Numerical Simulations (DNS), ovvero non sara
adottato nessun modello turbolento ma verranno risolte scale temporali e
spaziali fino a quelle piu piccole di dissipazione.
Pitt in generale, la soluzione a questo problema ¢ riconducibile ai metodi
usati per risolvere un qualunque sistema di equazioni differenziali alle deriva-
te parziali (PDEs) su un dominio fisico, e possiamo riassumerne ’approccio
in due parti: la discretizzazione della geometria in analisi su un opportuno
reticolo computazionale e la discretizzazione degli operatori differenziali ac-
compagnata da un metodo numerico iterativo per risolvere le equazioni ad
ogni passo temporale.

3.1 Overture

Overture consiste in una collezione di classi in C++ che possono essere
usate per trovare soluzioni approssimate di PDEs [11] in 1D, 2D e 3D. Cia-
scuna classe é formata sia da dati che descrivono 'oggetto a cui la classe si
riferisce, che da funzioni che agiscono su questi oggetti.

Le categorie principali delle classi di Qverture sono:

A+ /P : costruiscono vettori e tensori in pit dimensioni e le regolano
le operazioni tra loro rispettivamente in seriale e parallelo.
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Mappings : definiscono trasformazioni nel dominio computazionale e per-
mettono di costruire curve, aree, superfici e volumi.

Grids : discretizzano le geometrie create con mappings. Nel caso in cui si
vogliano sovrapporre diverse mappings si parla di composite overlapping
grids.

GridFunctions : contengono i valori assunti da grandezze fisiche quali le
componenti cartesiane della velocita, la pressione, la temperatura e
la densita, per ciascun punto del dominio computazionale e ad ogni
istante. Possono essere combinate per costruire altre quantitd non
direttamente calcolate (vorticita, energia, etc.).

Operators : discretizza gli operatori differenziali del problema cosi come le
condizioni al contorno imposte per mezzo di metodi alle differenze o ai
volumi finiti.

Queste classi possono essere liberamente ottenute a fini di ricerca e svilup-
po all'indirizzo hitps://computation.llnl.gov/casc/Overture/ e questo rende
Overture un programma estremamente versatile, essendo ogni utente libero
di modificare le classi secondo le esigenze del problema in esame e risolve-
re PDEs contenenti geometrie arbitrariamente complesse sia statiche che in
movimento.

3.2 Overlapping Grids

La creazione di una griglia corrisponde al processo di trasformazione di

un dominio fisico continuo in un insieme di regioni discrete. Esistono diversi
metodi numerici per la loro creazione, classificati in structured, unstructured
e cartesiani [12].
Il metodo structured, che verra usato nel seguito, costruisce le griglie riem-
piendo lo spazio con un’unica forma geometrica, detta blocco. Nel caso 2D
i blocchi usati sono quadrilateri, mentre nel caso 3D sono esaedri, poiché
queste strutture risultano essere particolarmente efficienti nella tassellatura
rispettivamente del piano e dello spazio. Appare subito evidente che possano
sorgere problemi nella costruzione delle griglie quando si tratta con geometrie
non banali. Si consideri ad esempio in 2D un’area curvilinea inserita in un
dominio rettangolare: é possibile dividere lo spazio in due regioni e costrui-
re le griglie usando due diversi tipi di blocchi (griglia multi-blocchi), ma il
problema della connessione dei due blocchi ¢ non banale, e puo limitare le
possibili scelte dell’utente.
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Un approccio migliore per discrettizare queste geometrie ¢ quello di usare
il metodo structured chiamato overlapping grids: con questo procedimento i
blocchi di ciascuna griglia sono trasformati in modo da adattare la loro forma
a quella della geometria a cui si riferiscono. Inoltre, a differenza del metodo
a multi-blocchi, non si incontra il problema della connessione delle singole
griglie, poiché queste possono sovrapporsi facendo uso di sofisticati algorit-
mi che le collegano laddove si incontrano, rimuovendo i punti che risultano
superflui dopo la connessione. A questo punto le PDEs sono risolte su ogni
griglia, e vengono opportunamente interpolate nei punti in cui le griglie si
incontrano.

Un ulteriore vantaggio della generazione di griglie per mezzo dell’overlapping
grids, é che le griglie possono essere deformate a piacere. Un problema clas-
sico in fluidodinamica € quello di un flusso uniforme che investe un cilindro
di raggio R, generando una scia di vortici di von Karman, dovuta al distacco
dello strato limite dal cilindro. Per descrivere correttamente questo fenome-
no € quindi necessario risolvere accuratamente lo strato limite, che sappiamo
essere concentrato in una piccola regione intorno alla superficie ed in cui si
trovano forti gradienti. Usando il metodo overlapping grids, la griglia intorno
al cilindro sara costruita in coordinate cilindriche (p, 0, z); questo ci permette
di definire una funzione di stretching s = s(p) che modifica la distribuzione
radiale dei punti, ad esempio secondo la seguente trasformazione

s(p) = ag + app + are = (3.1)

con i parametri aog, a,,ar, by, c1 scelti opportunamente. E cost possibile di-
stribuire in modo semplice i punti in modo da descrivere accuratamente le
regioni che esibiscono grandi gradienti delle quantita fisiche importanti, e in
modo pitt grossolano quelle in cui la soluzione é quasi-statica, ottenendo un
notevole risparmio sul tempo di calcolo.

Infine, per poter definire bene il problema, occorre inserire per ogni griglia le
condizioni al contorno numeriche che deve soddisfare su ciascun lato, ossia se
si tratta di contorni fisici, di interpolazione o periodici. Queste informazioni
sono raccolte in tensori del tipo

> 0 contorno fisico
bC;(side, axis) = ¢ =0 contorno di interpolazione (3.2)
< 0 contorno periodico

dove l'indice i scorre su tutte le griglie della geometria, mentre side = {0, 1}
e axis = {0, 1,2} si riferiscono alla faccia della griglia in considerazione, in
particolare:
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bC;(0,0) = left

bC;(0,1) = bottom

bCi(1,1) = top (3.3)
bC;(0,2) = front (solo 3D)

bC;(1,2) = back (solo 3D)

Il programma usato nel seguito per creare le griglie ¢ Ogen, acronimo di
Overlapping grid generator. Una descrizione completa del programma puo
essere trovata in [14], ci limitiamo qui a seguire un esempio di creazione di
una griglia per descriverne le caratteristiche principali.

Si voglia costruire una griglia per lo studio delle scie di von Kérméan create
da un flusso uniforme su un cilindro in 2D, al variare del numero di Rey-
nolds. Sia D il diametro del cilindro, v la viscosita cinematica del fluido e U
la velocita del flusso indisturbata, e di conseguenze Re = %. Scegliendo di
lavorare in unita adimensionali fissiamo D = 0.3 e v = 1 e avremo dunque
come unico parametro libero 0.3U = Re, che sara inserito come condizione
iniziale. Avremo quindi una griglia rettangolare per il dominio di integrazio-
ne ed una circolare per il cilindro; per meglio descrivere la scia e migliorare
I'interpolazione, si inserisce anche una seconda griglia rettangolare con spa-
ziatura compresa tra le altre due. Si tratta quindi di costruire tre mappings
e sovrapporle.

Qui di seguito riportiamo alcune delle classi usate per costruire le griglie,
senza descriverne i dettagli numerici ma limitandoci a commentarne il fun-
zionamento.

create mappings

rectangle
set corners
-4., 8., -3., 3.
mappingName
squarebig
lines
200, 100
exit

rectangle
set corners
-2., 3., -1., 1.
lines
150, 150
mappingName
squaresmall
boundary conditions
0,0,0,0
exit
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Si costruiscono due mappings rettangolari di dimensioni ,,;,, Timazs Ymins Ymaz
specificate in set corners. I domini vengono discretizzati in rettangoli di lato

xmaz - xmzn % ymaz - ymin

n—1 m—1

dove n,m € N sono specificati in lines ed infine per la seconda griglia si
specifica che tutti i lati devono soddisfare condizioni al contorno di interpo-
lazione in accordo con la (3.2).

create mappings
annulus
inner radius
0.15
outer radius
0.6
centre for annulus
-0.5 0.
boundary conditions
-1-110
lines
200, 100
exit
stretch coordinates
Stretch r2:exp
stretch grid
exit
exit this menu

Si costruisce una corona circolare di raggio interno 0.15, raggio esterno 0.6
e centro (—0.5,0). La corona circolare & discretizzata con 200 linee angolari
r1 e 100 radiali 75 e queste ultime vengono concentrate sul bordo interno per
mezzo di una funzione di stretching analoga alla (3.1). Infine facendo riferi-
mento alla (3.2) le condizioni al contorno specificano che i lati destro e sinistro
vanno ad unirsi, e devono soddisfare condizioni al contorno periodiche, il lato
interno € un contorno fisico mentre quello esterno é di interpolazione.

generate an overlapping grid
squarebig
squaresmall
stretched-Annulus
done choosing mappings
compute overlap
change parameters
interpolation type
explicit for all grids
exit
compute overlap
exit

\\salva la griglia composta

save a grid
smooth2.hdf
exit

Le griglie vengono sovrapposte e viene eseguito l’algoritmo di interpolazione,
una cui trattazione esaustiva puo essere trovata in [15].
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EEE
e

(a)

Figura 3.1: Ogen. Step 1: sovrapposizione delle griglie. (a) Visione globale dei tre
blocchi. (b) Dettaglio sul cilindro.

Iterando su tutta la griglia vengono individuati ed eliminati i punti superflui,
quelli cioe su cui non dovranno essere risolte le PDEs. Nel nostro esempio si
tratta dei punti contenuti nella circonferenza di raggio r; come mostrato in
Figura 3.2, trovandosi all’interno di un contorno fisico e quindi impenetrabi-
le.

B an|

Figura 3.2: Ogen. (a) Step 2: cancellazione dei punti in eccesso. (b) Step 3: rilevamento
punti di interpolazione

Si procede poi alla classificazione dei punti residui, che possono essere punti
di interpolazione o di discretizzazione. I punti di interpolazione sono l'insieme
dei punti circondati da un preciso numero (fissato dal tipo di interpolazione
usata, implicita o esplicita) di punti di due differenti griglie. Infine I'utente &
libero di scegliere un criterio per stabilire la profondita della sovrapposizione
tra due griglie; per una griglia 2D una profondita di interpolazione di due-tre
punti € sufficiente. Il risultato ¢ mostrato in Figura 3.3, in cui si osserva
anche come lo strato limite sia estremamente ben risolto grazie alla funzione
di stretching.

Nel caso in cui si debba trattare un problema con oggetti in movimento, le
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okl

(b)

Figura 3.3: Ogen. Step 4: interpolazione. (a) Dettaglio circonferenza. (b) Visione
globale della griglia di computazione finale.

griglie a cui questi si riferiscono vengono spostate con essi, e I'algoritmo di
interpolazione viene chiamato ad ogni iterazione temporale, individuando i
punti di interpolazione che non sono piu validi dopo il movimento, e cercan-
done nuovi vicino ad essi, in modo da ottimizzare i tempi di calcolo.

Per concludere si fa notare che 1'uso di questo tipo di algoritmo richiede mol-
ta pratica da parte dell'utente che deve pianificare sia la densita dei punti
nelle varie regioni di interesse, che prestare attenzione ad ottenere una buo-
na interpolazione tra le griglie: se questa risulta essere troppo grossolana
I’algoritmo puo fallire o richiedere grandi tempi di calcolo per arrivare a con-
vergenza.

Nella Figura 3.4 riassumiamo schematicamente il funzionamento delle over-
lapping grids.

3.3 Discretizzazione

Si vogliano risolvere le equazioni di Navier-Stokes incompressibili (INS)
nelle incognite u ¢ p su un dominio connesso 2 € R% essendo d = 2,3 il
numero di dimensioni spaziali a cui si é interessati. Facendo riferimento al-
'equazione (1.43) ed indicando con il pedice t la derivata parziale rispetto al
tempo, queste sono date da

ut—l—(u-V)u%—%:uAu—l—f
V-u=0

(3.4)

in cui restano da specificare le condizioni al contorno e le condizioni iniziali
per poter ben definire il problema.
Nel seguito risolveremo le equazioni INS nella formulazione chiamata Pres-
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Physical boundary

bc(2,2)
c(g,) ‘

®

N,

|

(2)

be(2,1)

N

Ty

bc(1,2)

Figura 3.4: Overlapping tra due griglie e loro rappresentazione nello spazio fisico (in alto)
e nello spazio computazionale (in basso). Immagine gentilmente concessa da
Joel Guerrero [12].

sure Poisson Equation system (PPEs), data dal seguente sistema di equazioni

;

ut+(u-V)u+%:uAu+f
x e
A
7p—8au-3ua—0d(u)v-u—v-f:0
(3.5)
B (u,p) =
x € 00
V-u=0
\ u (x,0) = up () t=0

dove B (u,p) = 0 sono d condizioni al contorno e 92 indica il bordo del do-
minio 2. E stata inserita I’equazione di Poisson per la pressione, ma questa
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aggiunta ¢ bilanciata dal fatto che la condizione di incompressibilita ¢ ora
limitata solo al bordo della regione. Il termine Cy(v)V -u nell’equazione della
pressione rappresenta uno smorzamento sulla divergenza, inserito per evitare
che i troncamenti dovuti all’approssimazione numerica portino ad una diver-
genza non nulla, come discusso in [17].

Si deve ora procedere alla discretizzazione di queste equazioni per poter risol-
vere il problema sulle overlapping grids precedentemente generate. Il metodo
usato ¢ quello delle differenze finite (o volumi finiti nel caso 3D) centrato del
secondo ordine. Indichiamo con U; e P; i valori discreti approssimati delle
incognite uw e p in modo che:

Ul(t) ~ U (mi, t) Pl(t) ~Dp (iBi, t) (36)

U; = (u;(t),vi(t), w;(t)) & un vettore che contiene la velocita approssimata
al tempo t nel punto x; componente per componente, e I'indice ¢ € un multi-
indice © = (i, j, k) che scorre su tutti i punti della griglia; nel caso 2D 'indice
k & soppresso.

Dopo la discretizzazione spaziale, il sistema di equazioni (3.5) assume la for-
ma

( d Vi P; \
Ui+ (Ui Vi) Ui+ = =AU = f (i) = 0

d
— Z ViUmi DmpUi — Cq 3NV - Uy — V- f(24,1) =0

m=1

Ahpi
P

BU;, ) =0

Vi -U; =0

dove l'indice m indica la derivata nella direzione m-ma, e per indicare le
derivate spaziali é stato introdotto l'operatore differenziale discretizzato D,
definito da

Dy~ —— 3.8
" (3.8)

x; € €)

x; € 0F)

U (iL‘i, 0) = Uo (iEz) t=20
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da cui discendono le definizioni degli operatori:
a5

2
— ox?,

Vi = (D1n, Doy, D3 p) Ay =V =~ (3.9)

L’indice h che compare nelle derivate discrete, indica l'ordine di precisione
numerica con cui queste sono calcolate: maggiore ¢ il grado di precisione ri-
chiesto dall'utente, maggiore deve essere I'ordine scelto per h, il che si riflette
in tempi di calcolo pit lunghi. In [18] ¢ presentato lo schema al sesto ordine.
Nel lavoro in esame sara sufficiente usare h = 2, ovvero un’approssimazione
alle differenze finite del secondo ordine, e sopprimeremo l'indice h verra sop-
presso per semplificare la notazione.

Volendo esplicitare le espressioni degli operatori discreti al secondo ordine
usati, si ha

V -U; = Dy u; + Do yv;
v2U; =(Dy.D_,+ Dy,D_,)U; (3.10)
VP; = (Do FP;, Doy F;)

dove per semplicita ci siamo limitati al caso d = 2, e si ha

Uiprj — Uiy | 0

D, U — ~
02U 2h Ox
Ui, — U,
D+,in = —H’Jh J ~ %
U —Ui; 0 (3.11)
D_,U,; = ) J o — ’
’ h ox

D2, U; =D, ,D_,U;=D,,U;— D_,U; =

h? 0x?

con definizioni analoghe per D ,. I pedici +, —,0 usati in queste definizio-
ni indicano rispettivamente le derivate alle differenze forward, backward e
centrata. Dipendendo quindi le equazioni dai primi vicini in ogni direzio-
ne sorge un problema nella soluzione sul bordo delle griglie, dove i punti
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primi vicini non esistono in tutte le direzioni. Per ovviare a questo proble-
ma si aggiunge ad ogni griglia ed in ogni direzione una linea di punti detti
ghost points, che permettono di estendere la soluzione ai bordi cosi come di
applicare correttamente le condizioni al contorno.

3.3.1 Condizioni al Contorno

Per completare questa sezione elenchiamo le condizioni al contorno che
sono state usate nel seguito, sia per i bordi esterni (flusso entrante o uscente)

che sui bordi interni (condizioni di non permeabilita). Per griglie statiche si
ha:

u=g velocita fissata
noSlipWall =
V-u=0 divergenza nulla

n-u=g velocita normale fissata

On (tm -u) =0 derivata normale della velocita

SlipWall = tangenziale nulla

V-u=0 divergenza nulla

u=g velocita fissata
inflowWithVelocityGiven =
Onp = 0 derivata normale della pressione nulla

estrapola u

outflow =

ap+ Bonp=yg derivate miste della
pressione fissate

in cui n e t indicano rispettivamente i versori normale e tangenziale alla su-
perficie, e i parametri g, g, a, 3 sono scelti dall’'utente.

Nel caso in cui una griglia sia in movimento (deve quindi trattarsi di un
contorno fisico), dobbiamo poter risolvere il sistema (3.5) in un sistema di
riferimento non inerziale, ma solidale con la griglia. Facendo riferimento a
[12], & possibile dimostrare che le equazioni INS nella formulazione PPEs
possono essere riscritte in un sistema di riferimento mobile e solidale con una
griglia G(r,t) nello spazio computazionale r come
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aU . - _Vrp 2
S+ [(U—G) -VT]U— R eviU (3.12)
V2p d
T” +> V,Uy - 02, U =0 (3.13)
m=1
essendo G = 28

B

Le condizioni al contorno in questo caso ci impongono di fissare la velocita
sul bordo della griglia mobile alla stessa velocita della griglia in quel punto,
OVVero

oG
ot

oG
ot

u(x,t) = noSlip wall

n-u(x,t)=mn- Slip wall

e la condizione al contorno per la pressione nel caso noSlip wall puo essere
trovata moltiplicando scalarmente per n 1’equazione (3.12), trovando:

Lop
pon

= (G + VV,%U) n‘ (3.14)

aqull aC"‘u)all

3.4 Corpo Rigido

Di particolare interesse per il lavoro sviluppato in questa tesi risulta essere
la classe RigidBodyMotion che é stata ampiamente modificata ed usata per
integrare le equazioni del moto di corpi rigidi in movimento sotto I'influenza
di forze e momenti.

Si consideri un corpo rigido di massa m, e sia ., la posizione del suo centro
di massa. Le equazioni del moto del corpo rigido sono date dalle equazioni
cardinali

Pz, dv

dl
- = > M (3.16)
J
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essendo ! il momento angolare, F; e M rispettivamente le forze ed i momenti
agenti sul sistema. Il momento angolare puo essere rappresentato in funzione
degli assi principali di inerzia e; ed i relativi momenti di inerzia I; e velocita
angolari w = (wy, ws, w3) come

3
i=1
con le condizioni che gli assi principali devono soddisfare per formare una
base ortonormale
€; - ej = 51’]’
(3.18)

éi:wxei

Si arriva quindi al sistema di equazioni differenziali che deve essere risolto
per determinare la posizione del corpo rigido:

L
Ilwz — ([i-i-l ]Z+2 Wi1Wi+2 = Z M c € (319)

éizwxe,- (elwei:l, €1€Z:O)

dove gli indici dei momenti di inerzia e delle velocita angolari sono da consi-
derarsi in modulo 3.

A prescindere dal tipo di moto che si vuole considerare, i momenti e le forze
che saranno sempre presenti nelle equazioni saranno quelli derivanti dalle for-
ze fluidodinamiche Fyy,, legati al tensore degli sforzi (1.42). La componente
i-ma di tale forza ¢ data da

Fri; = _/Tij (x)n;dS (3.20)
8

essendo 7; il versore nella direzione j-ma e dS 'elemento infinitesimo della
superficie § del corpo rigido. A questo livello il tensore degli sforzi é no-
to per ogni punto x; della griglia, avendo gia integrato le equazioni INS
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numericamente, e l'integrale precedente viene approssimato da

Fflu,i = - Z Tij ($z> ﬁ]ASI (321)

1€ 8

in cui il multi-indice 2 scorre sui punti che giacciono sulla superficie §.

Allo stesso modo possiamo integrare su 8 I’equazione dei momenti per otte-
nere il momento My, indotto dal fluido sul sistema rispetto ad un asse & ed
ottenere:

Mflu,a_: = / (w — iﬁ) X delu (322)
8

Esplicitando ’approssimazione numerica per la componente Z del momento
si trova:

M) =3 (w5 — 7) 7y () iy — (ys — §) 7o () 5] AS; (3.23)

1€ 8

Avendo ora a disposizione tutti gli elementi necessari, si pud procedere all’in-
tegrazione numerica delle equazioni differenziali del moto. Il metodo usato
rientra nella categoria degli schemi predictor-corrector. Discrettizando in n
passi di ampiezza At il dominio temporale di integrazione [t;,tf], ed indican-
do con t™, (™ rigpettivamente il tempo e la posizione del centro di massa
al passo n-mo, il sistema di equazioni differenziali (3.19) viene integrato in
due tempi.

Lo schema numerico del predictor, che indichiamo con l'indice p, é dato da

F®
P =o)L o At (3.24)
m
F®
xP =22 — 2 L A (3.25)
m
WP = w4 20 AL (3.26)
e’ = eV 426 AL (3.27)

Il metodo qui usato ¢ chiamato Leap-Frog Trapezoidal, e dipende dalle solu-
zioni al passo antecedente a quello considerato. Vengono quindi definiti nel



3.4 Corpo Rigido

53

codice dei tensori che memorizzano le soluzioni di tutte le variabili integrate
ai passi n — 1,n,n + 1, ed aggiornati ad ogni iterazione. I primi due passi
dell’algoritmo devono essere corretti non essendo note le soluzioni al passo
n — 1, in particolare all’iterazione n = 1 si ha

FO
P = Vg + — At (328)
m
1F®
xf =z + At ('U() +-— At) (3.29)
2m
WP = wy +wWAL (3.30)
e’ = ey + WAL (3.31)

avendo indicato con il pedice 0 le condizioni iniziali assegnate al problema,
mentre all’iterazione n = 2:

oo e m A E?
v =o'V 4 — [ v — o+ At— (3.32)
2 m
1
w? — w4 y (w® — w4 H®) (3.33)
1
e’ =e® + At (é<2> + §é(2)At) (3.34)

Il corrector accresce la precisione dell’approssimazione per mezzo di un’ulte-
riore integrazione di tipo trapezoidale:
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D) — ) 4 L (E(n) + E(n_l)) At (3.35)
2\m m

) = g™ 4 % (v™ + o™ D) At (3.36)

Wt = ) 4 % (W™ 4+ wV) At (3.37)

et = el 4+ % (e + e ) At (3.38)

Una volta integrate numericamente le equazioni, tutti i punti del corpo rigi-
do possono essere ricostruiti a partire dalla posizione del centro di massa per
mezzo di traslazioni e rotazioni. Indicando con E(¢) la matrice che al tempo
t ha per colonne le componenti degli assi principali di inerzia e;, la rotazione
tra due istanti temporali successivi & data da:

R =E () E () =
(3.39)
el (1™
= [ex (1Y) €2 (1) e (V)] | ed (1)
ej (1)

Ogni punto r del corpo rigido pud quindi essere posizionato, anche grafica-
mente, per mezzo della trasformazione:

r (t0D) = @ ((0FD) 4 R (1D) [ (¢0)) — & (+0V)] (3.40)



Capitolo 4

Modelli Teorici e Risultati
Numerici

4.1 Benchmarks

Prima di procedere alla trattazione completa del problema abbiamo verifi-
cato la correttezza e la bonté del codice usato conducendo alcune simulazioni
da confrontare con risultati presenti in letteratura. Si tratta di testare sia
la soluzione delle equazioni INS sulle overlapping grids in 2D, che le equa-
zioni del moto per un corpo rigido. Iniziamo considerando problemi statici,
in cui cioé 'oggetto immerso nel fluido é fermo. Come esempio principe si
¢ deciso di considerare la formazione di una strada di vortici in scia ad un
cilindro, avendo a disposizione molti riferimenti in letteratura con cui con-
frontarsi [22, 23, 24].

L’unico parametro adimensionale rilevante ¢ il numero di Reynolds Re = %,
dove Uy, Ly sono rispettivamente una velocita e una lunghezza con cui con-
frontarsi, e v la viscosita cinematica del fluido. Facendo riferimento alla
pubblicazione di Shen et al. [23], fissiamo Re = 100 scegliendo un cilindro di
diametro D = L., = 1, un flusso uniforme incidente sul cilindro Uy, = 1 e vi-
scosita cinematica v = 0.01. Essendo il numero di Reynolds sufficientemente
grande, si verifica il distacco dello strato limite dal cilindro, come mostrato
in Figura 4.1, da cui consegue il formarsi di una scia vorticosa.

Per mezzo della (3.21) possiamo ottenere le forze di lift e drag agenti sul

cilindro; generalmente queste forze vengono rese adimensionali definendo i
coefficienti di lift e drag

%)
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Fflu;v Fflu
Cp=-——"— Op = —22Y 4.1
P02 L, FT L0 L, (1)

dove p ¢ la densita del fluido. Essendo il distacco dei vortici un fenomeno
dinamico, come si puo vedere dalle immagini in Figura 4.1, lift e drag varie-
ranno nel tempo secondo una frequenza caratteristica. Si definisce quindi un
secondo parametro adimensionale legato alla frequenza di distacco dei vorti-
ci, il numero di Strouhal:

f Lo

t=—=— 4.2
st="7 (42)

Figura 4.1: Campo di vorticita a Re = 100 nel tempo. (a) t = 50; (b) ¢t = 150; (c) t =
160; (d) t = 190.

Dall’analisi dell’andamento nel tempo dei coefficienti di lift e drag, ottenia-

mo i loro valor medi e la frequenza di distacco dei vortici, come mostrato in
Figura 4.2

Come ci si aspetta considerando le simmetrie della geometria analizzata, il
valor medio del coefficiente di lift ¢ nullo e la frequenza con cui oscilla il
coefficiente di drag é doppia rispetto a quella del lift. Nel calcolare il numero
di Strouhal ci riferiremo alla frequenza ricavata dal coefficiente di lift, che
indica la frequenza totale di distacco dei vortici (un vortice in senso orario
ed uno in senso antiorario), e troviamo:

Lo Lo
floo _ worloo wor _ (67 (4.3)

t pu—
o Us 2mU+ 2w
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Coefficiente di Lift

T=5.995

145 150 155

Coefficiente di Drag

160

1.385

1.375

1.365

T=2.996

140

Figura 4.2:

145 150 155

(a): Coefliciente di lift; (b): Coefficiente di drag.

160
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Riassumiamo in Tabella 4.1 i valori dei coefficienti di lift, drag ed il numero di
Strouhal ottenuti dalle simulazioni, e li confrontiamo con i risultati ottenuti
con metodi numerici differenti:

Riferimento Cp | Cp St

max

Lavoro Presente 1.373 | 0.329 | 0.167

De Palma et al.?” || 1.32 | 0.331 | 0.163
Shen et al.l23] 1.376 | 0.325 | 0.166

Mariano et al.27 || 1.45 | 0.35 |0.175

Tabella 4.1: Confronto risultati numerici a Re=100.

Simulazioni analoghe sono state effettuate al variare del numero di Reynolds
e densita di punti sulle griglie, ottenendo sempre buoni accordi con i riferi-
menti in letteratura.

Il passo successivo ¢ quello di muovere i corpi rigidi all’interno del fluido.
Nel caso piu semplice il moto dell’oggetto é forzato da un’azione esterna
F,.,;, e non risente degli effetti fluidodinamici. Con una opportuna scelta
della forzante si puo fare in modo che la legge oraria del centro di massa sia
1D e risponda ad una legge sinusoidale, in particolare scegliamo

T . 2\ .
Lo (1) = —Um,w% sin <?t) T (4.4)
in cui U,,,, indica la velocita massima che il corpo raggiunge e 7' il periodo
di oscillazione. Il fluido considerato in questo problema ¢ quiescente, e de-
finiamo il parametro adimensionale che descrive 'oscillazione forzata, noto
come numero di Keulegan-Carpenter:

UmamT

KC =
Lo

(4.5)

Il fluido & quindi completamente descritto fissando Re = 100 e KC' = 5, da
cui ricaviamo:

Li=1 Upe=1 v=001 T=5 (4.6)
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Verifica predictor-corrector

30

Figura 4.3: Moto armonico lungo l'asse z correttamente integrato dallo schema
predictor-corrector usato.

In primo luogo dalla Figura 4.3 vediamo che il cilindro si muove di moto
armonico con periodo 7" = 5 come richiesto, da cui possiamo dedurre che
I’algoritmo di integrazione predictor-corrector funziona correttamente. Ad
ogni modifica delle equazioni del moto (ad esempio, dopo I'aggiunta di una
forza elastica o di un fattore di smorzamento), si é sempre verificato il com-
portamento dell’integrazione numerica in assenza di fluido, trovando sempre
ottimi riscontri dal confronto con la teoria.

Per capire invece se la soluzione sulla griglia delle equazioni INS sia abba-
stanza precisa, facciamo riferimento a Shen et al. in [23], che hanno simulato
con il metodo dell’smmersed boundary un caso-studio identico a quello qui
riprodotto. Riportiamo nelle Figure 4.4 e 4.5 i profili dei campi di velocita u e
w lungo linee parallele all’asse z, a diversi istanti di tempo, e li paragoniamo
a quelli riportati nell’articolo a cui ci riferiamo:
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LS LN

Figura 4.4: Profilo del campo di velocita u e w al tempo t = nT + . (a)-(b): risultati
tratti da [23]; (c)-(d): lavoro presente.

Dal confronto vediamo come i profili dei campi di velocitd da noi ottenuti
siano in accordo con quelli in letteratura, il che ci rende confidenti sulla bon-
ta del codice numerico usato. Possiamo ora procedere alla modellizzazione
teorica dell’energy harvester in considerazione ed alla verifica numerica dei
risultati ottenuti.
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a 11— |
05 0.5---5 _____________
N 0-—45 N 0-—4;
LU LU

1
—_

Figura 4.5: Profilo del campo di velocita u e w al tempo t = nT + 5T (a)-(b): risultati

1
tratti da [23]; (c)-(d): lavoro presente.

4.2 Analisi di Stabilitd con Grado di Liberta
Elastico

Cio che ci proponiamo di fare in questa sezione é di analizzare la stabilita
di un sistema meccanico immerso in un fluido per grandi numeri di Reynolds
e piccole perturbazioni. Supponendo I’aspect ratio (2.1) della struttura molto
grande, € ragionevole trascurare la dimensione nella direzione della larghez-
za, studiando solo una sezione trasversale bidimensionale. L’obiettivo che ci
proponiamo ¢ quello di verificare ’esistenza di configurazioni in cui il moto si
auto-sostiene, ed & quindi potenzialmente in grado di produrre energia |2, 3.

Il sistema che considereremo ¢ formato da un asta rigida di massa m, lun-
ghezza L e spessore d, a cui é collegata una molla di costante elastica k, come
mostrato in Figura 4.6.
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Figura 4.6: Schema del sistema meccanico considerato.

Un flusso uniforme U = Uz incide su questa struttura da sinistra verso de-
stra. Indichiamo con OF = sL la distanza dal leading edge O dal punto
E in cui Pelastico ¢ fissato, con EC' = rL la distanza dal punto di attacco
dell’elastico al centro di massa del sistema, e siano « e ¥ gli angoli che rispet-
tivamente la molla ed il corpo rigido formano con il semiasse positivo delle
ascisse. Poiché ci aspettiamo instabilita dovute al segno dei momenti quando
OF > OC, considereremo i casi in cui la molla & agganciata a sinistra del
centro di massa, ovvero 0 < r + s < 1.

Le forze agenti sul sistema saranno la forza elastica F° e le forze di lift e
drag, con i momenti ad esse associati. Nel Capitolo 2 abbiamo riportato in
(2.57) e (2.58) le espressioni per le forze di lift ed i momenti fluidodinamici;
per quanto riguarda il coefficiente di drag invece, é noto dalla teoria che il
suo valore & ben approssimato da:

2.656
Cp= 4.7
P VvV Re (4.7

Poiché considereremo solamente grandi numeri di Reynolds, questo termine
potra essere trascurato.

La perturbazione che consideriamo consiste in un piccolo spostamento Ax g =
(Ze, ye) del punto E dalla sua posizione di equilibrio, ed una rotazione ¥ del
sistema. Dalla Figura 4.6 si ricavano le relazioni

T, . Ye
COSY = —F— Sin v =

VT2 + Y2 Vi +y?

e la forza elastica sara quindi data da:

(4.8)
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F¢ = —k\/22 + y2 (cosa, sin a) (4.9)

Volendo descrivere il moto del centro di massa, sfruttiamo il limite di piccoli
angoli per ricavare

Lo~ To— 1L Yo ~ Yo — 1T L1 (4.10)

e tenendo conto anche della forza di lift Fy, e dei momenti MP rispetto al
punto FE, le equazioni del moto sono:

mi, = —kx. (4.11)
mi. = —k (y. — rLvY) — F, (4.12)
— .
EC x ma.| +Ic) = MF (4.13)

Per semplicita di lettura riportiamo anche le espressioni esplicite per F7, e
M§ da (2.57) e (2.58) nella notazione da noi qui usata, con la quale occor-
rono alcune semplificazioni:

Fy = mpt (e — #20 + U + £ ) +

+1pULC <w—> [y — 2B+ U9+ 9 (f/E+ g)] (4.14)

2

L . . L . (L2
MFE =mpr {—rLy"c—i-#;EQﬁ—Uﬁ (TL+Z> — (E —i—%)} +

+rpUL (% - TL) e <%) [yc —2E0 + U9 + 9 (VJ+ %)} (4.15)

Nel ricavare queste espressioni abbiamo usato ’approssimazione lineare (4.10),
compatibile con la teoria di Theodorsen essendo anch’essa valida per piccole
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oscillazioni. L’ordine dominante del primo termine dell’equazione (4.13) ¢
dato da:

—) .. ..
EC x m&.| = mrLj, (4.16)

Dall’analisi del sistema di equazioni (4.11)-(4.12)-(4.13) si nota che la com-
ponente x ¢ disaccoppiata degli altri gradi li liberta, e puo essere banalmente
o
da ora in avanti tralasceremo questo grado di liberta e studieremo 1’accop-
piamento di quelli restanti, simile alla dinamica tipica del pitch and plunge,
ma con l'aggiunta dell’interazione elastica.

Come di consueto, adimensionalizziamo le equazioni per y. e ¥ per mezzo

delle trasformazioni

integrata predicendo il moto armonico di frequenza v, = \/%; pertanto

Ye k pw5
t——t 7Y W!—M{; p—Ll—>pw (4.17)

avendo indicato con p la densita del fluido e con p,, quella dell’ala. Avendo a
disposizione molti parametri, si fa ancora ’assunzione che il centro di massa
della struttura sia posizionato a corda mezzi, ovvero in termini adimensio-
nali 7 + s = 1. La forma adimensionale delle equazioni (4.12)-(4.13) diviene
quindi:

L 4AmC(Y) . 4k T+7C (%) . 2(2nC(2) — 2kr
T+4py” T+ 4pw T+ 4py T+ 4py
(4.18)
.y 24w+ 96mr — 24mC (2) +96mrC (2) iie (g) 384mr — 96m
3T+ 32py 2/ 31+ 32p,
384rp,, + 967 . 384mr — 967 .
£ OO | (£) 3T YT,y )
3T + 32py 2/ 31+ 32py

Queste equazioni condensano gli effetti del fluido sul corpo rigido e I'intera-
zione con il grado di liberta elastico che vogliamo analizzare. Dalla struttura
delle equazioni differenziali ¢ evidente che si tratta di un sistema di oscilla-
tori armonici smorzati, e possiamo analizzare la stabilita dei modi normali
imponendo

y(t) = Ye™' +cc. I(t) = O™ + c.c. (4.20)
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dove w, che troviamo anche nella funzione di Theodorsen, ¢ un numero com-
plesso, e c.c. indica il complesso coniugato. Sostituendo queste espressioni
in (4.18) e (4.19) troviamo il sistema di equazioni:

e [47@ <g> — 4kr +irw + irwC <g>} +Y [4k + 4miwC (g) — Tw? —(44,;,11,;)2] =0

6 |96 (4mr —m) € (5 ) + 24w (1 +4r) + 24 (dmirw — miw) € (5 ) = 32puiw® — 3| +

+96Y [47?2’%)6’ (g) — miwC (g) — 47 pyw? — 7r7“w2] =0 (4.22)

Per avere soluzioni non banali si impone che il determinante del sistema si
annulli, e si ottiene un’equazione a coefficienti complessi per w che indichia-
mo con f(w, pw,r, k) = 0. I parametri adimensionali rimasti sono liberi di
scorrere su uno spazio dei parametri 8§ sul quale rimangono fisicamente ac-
cettabili, definito da:

1
8:{(pw,r,k) C o pw >0, k>0, Ogrgi} (4.23)

Diremo che il sistema ¢ stabile se tutti i modi normali hanno parte immagi-
naria di w positiva, mentre sara instabile se esistono uno o pitt modi normali
con parte immaginaria di w negativa, poiché in questo caso I'ampiezza del-
I'oscillazione cresce nel tempo. Di conseguenza le curve marginali su cui si
verifica la transizione da stabile ad instabile possono essere identificate cer-
cando le soluzioni che soddisfano la condizione

inf {S(w;)) : flwi, puw, k) =0, (pw,rk)€ESH=0 (4.24)

ovvero selezionando nello spazio dei parametri soltanto i valori per i quali,
tra le soluzioni {w;} associate ce ne sia almeno una con parte immaginaria
nulla e tutte le altre con parte immaginaria positiva. L’insieme dei parame-
tri individuati con questo criterio traccia una superficie nello spazio § che
delimita le regioni stabili da quelle instabili.

Nell’approssimazione quasi statica la ricerca delle curve marginali risulta es-
sere particolarmente semplice. Sfruttando la condizione (2.59) il sistema di
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equazioni (4.22) e (4.23) si semplifica ed otteniamo:

. dr 4k 2r . 2(27m — 2kr)
¥ ¥=0 4.25
y+7r+4pwy+7r+4pwy+7r+4pw * T+ 4pw (4.25)
i 1927r . n 384mr — 967?19 384rp, + 967r . 384wr — 967 .
37+ 320 37+ 32 31+ 320w 0 374320, 0
(4.26)

L’equazione del determinante é quindi un polinomio di quarto grado a coef-
ficienti complessi, il quale puo essere facilmente separato in due equazioni
rispettivamente per la parte reale ed immaginaria. Cercando soluzioni reali
in w ci riduciamo a dover risolvere il sistema:

w* (372 + 4d7p,, + 128p2 ) + 384km (41 — 1) +
—4w? 31k + 2472 + 96mkr? + 32kp,, + 384kr?p, — 967p,,) = 0 (4.27)

—47w? (37 + 32p,,) + 384mkrw (1 4+ 47) =0

Avendo vincolato w = wg ad essere reale il sistema ci permette non solo di
trovare la pulsazione, ma anche una relazione tra i coefficienti p,,, r, k. Fortu-
natamente, la struttura delle equazioni permette di risolvere analiticamente
il sistema e trovare le espressioni esplicite per wy e p* in funzione degli altri
parametri. In particolare troviamo che

6rk (4r + 1)
=\ = 4.2
R \/ 32p® + 3w (4.28)

o O (321 — 4k) 7?4 (4m 4 k) r + 7 — 32r°k
Pu” = 32 12r3k + (120 — k) r2+ (Tm —k)r — =

(4.29)

Dall’analisi dell’equazione per la densita marginale possiamo ricavare i limiti
asintotici delle curve di stabilita: in particolare per £ — 0 troviamo che esiste
una densita limite marginale data da:

3m(1+ 4r + 32r%)

(as) () — 4
(1) = s ) (4.30)

Trattandosi di una densita, I’asintoto orizzontale esiste solo quando la (4.30)

V977
24

¢ positiva, ossia per r > . Sezionando lo spazio dei parametri § con
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piani ad r costante, questa equazione ci fornisce I'asintoto orizzontale delle
curve marginali nel piano 1/k-p,,.
In questo stesso piano si ha anche un asintoto verticale per £ quando:

™ — Trr — 12712

k@) (1) = 4.31
(r) r(12r2 —r — 1) (431)
Dovendo essere k(%) positivo, si ha questo limite solo per @_7 <r< %

Inoltre per r = 0.25 troviamo che esiste sempre una soluzione con (w) = 0,
mentre nel caso in cui r < 0.25 esiste sempre una soluzione con parte im-
maginaria negativa. Questo significa che nel primo caso le zone di stabilita
diventano zone di quiescenza, in cui cio¢ il moto non si smorza né si amplifi-
ca, mentre nel secondo caso non esistono regioni stabili, e di conseguenza le
curve trovate con la (4.29) delimitano regioni con diversi tipi di instabilita.
Questo risultato ¢ in accordo con la (2.31): infatti ad » = 0.25 ci troviamo
a corda quarti, dove é situato il centro di pressione dell’ala, ossia il punto
rispetto a cui il momento fluidodinamico (ed anche quello elastico, essendo
la molla vincolata proprio in r) si annulla. Muovendosi intorno ad esso il se-
gno dei momenti cambia, provocando situazioni di instabilita perenne come
trovato.

Per comprendere meglio i risultati consideriamo differenti valori di r e ripor-
tiamo i grafici ottenuti con la (4.29) nelle Figure 4.7 e 4.8.

Analisi stabilita’ QS r=0.5 Analisi stabilita’ QS r=0.26

F  Instabile — 1 |

Stabile

0.4t / | |
|

/ 1

20.31 / 12 Instabile

Stabile 2k

1
1k

(a)

Figura 4.7: Curve marginali per la stabilita del sistema. (a): r
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Analisi stabilita’ r=0.15 Analisi stabilita’ r=0.15 Grandik
10 T T T T T T T T T
\ 0.14
8 0.12
| \\\\ Instabile 2 | 01 7\\
6 \\ .
z \\\ cf0,08 r \\ Instabile 1
at Instabile 1 E 0.06 F \\\
N - N
T 0.04 - AN
2 1 Instabile 2 AN
0.02 .
0 0 C‘.l O‘.Z O‘.B D‘.4 0.5 0 0 O.‘OCZ O.‘UOQ O.‘UO\6 O.‘OCB DiOZ C.‘OlZ O.‘Ol4
1k
(a) (b)
Figura 4.8: Curve marginali per le instabilita del sistema a r = 0.15. (a): Visione

d’insieme; (b): dettaglio a grandi k.

Osserviamo come la struttura delle regioni di stabilita dipenda fortemente
dal parametro r: quando r > % esiste una sola curva limite che separa lo
spazio dei parametri in una regione stabile ed una instabile; per }l <r< %
troviamo invece due regioni di stabilita completamente disconnesse ed infine
per r < % troviamo solo regioni di instabilita. Nella prossima sezione con-
fronteremo questi risultati con quelli che otterremo considerando il caso non
stazionario.

4.3 Effetto della Scia e Verifiche Numeriche

I risultati analitici ottenuti nella sezione precedenti sono validi soltanto
nel limite in cui le frequenze di oscillazione del sistema siano estremamente
piccole e la funzione di Theodorsen C (“5)) — 1. Per generalizzare la soluzio-
ne, terremo ora in considerazione anche gli effetti della scia di vortici, con
lo scopo di capire quanto questa influenzi la struttura delle curve marginali
nello spazio dei parametri.

Ripartendo dalle equazioni (4.21) (4.22) ci si accorge subito che la ricerca
delle soluzioni € ora non banale, poiché nell’equazione per il determinante w
si inserisce anche nelle definizioni implicite delle funzioni di Bessel (2.56), e
il problema non ¢ risolvibile analiticamente. Si ricorre quindi all’uso di tec-
niche numeriche standard di ricerca degli zeri (metodo di Newton-Raphson)
dell’equazione caratteristica non stazionaria, accompagnate dalla condizione
di marginalita (4.24). In questo modo riusciamo a trovare con ottima ap-
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prossimazione le marginali nello spazio &.

Analisi stabilita’ con scia r=0.5
10 T T T

Qulasi-steady —me
Unsteady ———

Instabile E

Stabile

Figura 4.9: Curve marginali per la stabilita del sistema ad r = 0.5 con e senza leffetto
della scia di vortici.

r=0.26

' Quasi-steady -—--
Unsteady ——

Analisi stabilita’ con scia
10 T T

Stabile

Instabile

Figura 4.10: Curve marginali per la stabilita del sistema ad r = 0.26 con e senza Ueffetto
della scia di vortici.

Riferendoci ai casi » = 0.5 e r = 0.26 che abbiamo affrontato anche nella
sezione precedente, riportiamo le curve marginali ottenute nelle Figure 4.9 e
4.10.
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Vediamo come il contributo della scia modifichi radicalmente le zone di sta-
bilita laddove il parametro k € grande, mentre il limite asintotico k& — 0, che
corrisponde a considerare basse frequenze, tende all’approssimazione quasi
statica. In generale, nel caso non stazionario la struttura delle curve mar-
ginali ¢ molto pitt complessa: fissando k ed r e variando solo il parametro
pw troviamo che possono esistere sino a tre transizioni tra i regimi stabile ed
instabile.

Figura 4.11: Discretizzazione dello spazio fisico. (a): Dominio completo; (b): Particolare
sul trailing edge.

Per validare questi risultati, é stata effettuata una serie di simulazioni nu-
meriche al variare dei parametri p,, e k. Lavorando in unita adimensionali,
fissiamo il numero di Reynolds Re > 10* e r = 0.5, il che coincide a con-

siderare il caso in cul il centro di massa & al centro dell’ala e l’elastico &
agganciato al leading edge. Per definire il problema fissiamo i parametri

p=1 v<107* U=1 L=1 §=005 (4.32)

ovvero rispettivamente la densita e la viscosita del fluido, il vento incidente,
la lunghezza e lo spessore dell’ala, e facciamo variare i parametri p, e € = %
rispettando le definizioni date in (4.17).

Imponiamo poi una piccola perturbazione dalla posizione di equilibrio rag-
giunta dall’ala e procediamo all’integrazione numerica. In Figura 4.11 mo-
striamo la griglia computazionale sulla quale sono state risolte le equazioni
INS, e in Tabella 4.2 i valori di costante elastica e densita dell’ala usati nelle

simulazioni.
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p 0.02(0.05{015[0.1 |02 |025]03 |0.35]0.36|0.6

1 st st st inst

3.5 st inst | inst | inst
20 st inst
200 inst
400 inst

Tabella 4.2: Simulazioni numeriche a Re > 10000 e r = 0.5

pw=20 £=0.36 py=35 €=0.35

6 [deg]

L L L L L
40 60 80 100 120 140

Figura 4.12: Regimi di evoluzione angolare. (a): Forte instabilita, il sistema ruota;
(b): L’instabilia satura.

Nei casi instabili le simulazioni c¢i danno anche informazioni sul comporta-
mento in regime non lineare, non descritto dal modello teorico. Riusciamo a
differenziare due tipi di instabilita: come vediamo dalla Figura 4.12 esistono
regimi in cui a grandi angoli si ha una saturazione delle forze e 1’oscillazione
si stabilizza ad una certa ampiezza, altri in cui invece non si ha bilancio delle
forze ed il sistema comincia a ruotare su se stesso. In entrambi i casi si par-
la di instabilita di tipo supercritico, poiché piccole perturbazioni inducono
grandi ampiezze di oscillazione.

Nei casi stabili invece ci possiamo interrogare sul comportamento dell’ala
quando viene imposta una perturbazione finita. In questa direzione € stata
effettuata una sola simulazione con i parametri p,, = 20 e £ = 10, ruotando
il profilo di 90 gradi rispetto alla direzione di incidenza del vento.
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py=20 e=0.1 py=20 e=0.1

e ] IRARARD
=TT ariravaran
VYV |

—4e-05 T

| 6 [deg]

_5e-05 L L L L L L ~100 L L L L L L L L L

Figura 4.13: Evoluzione angolare del sistema con p,, = 20 e k = 10. (a): piccola pertur-
bazione, dopo poche oscillazioni é evidente la tendenza alla stabilizzazione;
(b): perturbazione finita, I'instabilita persiste nel tempo.

In Figura 4.13(b) ¢ riportata ’evoluzione del grado di liberta angolare nel
tempo in seguito ad una perturbazione finita. A differenza dei risultati otte-
nuti con piccole perturbazioni mostrati in Figura 4.13(a), in cui dopo poche
oscillazioni il sistema si stabilizza, in questo caso le oscillazioni si prolunga-
no nel tempo e si tratta di un sistema subcritico. Tuttavia la mancanza di
periodicita del moto non ci permette di poter stabilire con certezza se I'in-
stabilita perdurera indefinitamente o se al contrario si smorzera lentamente.
Sono attualmente in corso simulazioni per chiarire questo aspetto.

Confronto modello teorico e simulazioni r=0.5
10 T T T

Curva ‘Marginale
Simulazioni Stabili  +
X Simulazioni Instabili <

10° F Instabile E

Stabile

1/k

Figura 4.14: Accordo tra risultati teorici e simulazioni numeriche.
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Per concludere questa sezione, mostriamo in Figura 4.14 il confronto tra la
curva teorica ottenuta tenendo conto dell’effetto della scia ed i risultati delle
simulazioni effettuate.

A livello computazionale risulta difficile andare ad analizzare la regione a
basse densita: per p,, < 1 le masse in gioco sono molto piccole e di conseguen-
za le forze sul sistema tendono ad essere estremamente grandi, provocando
problemi di calcolo. Eccezion fatta per questo caso, la Figura 4.14 mostra
I'ottimo accordo tra i calcoli numerici e la curva marginale teorica.
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4.4 Vincolo Rigido

Un limite interessante della struttura descritta all’inizio della sezione pre-
cedente si trova quando la forza elastica € sostituita da un vincolo rigido lungo
z come mostrato in Figura 4.15.

-
NN

Figura 4.15: Sistema rigido. Supponendo un aspect ratio molto grande ci limitiamo a
studiare il moto nel piano z-y.

Il numero di gradi di liberta ¢ ora ridotto ad uno, quello angolare, e conside-
reremo il caso in cui il vincolo rigido ¢ applicato al leading edge, ossia r = %
Il nostro obiettivo é quello di investigare sotto quali aspetti puramente flui-
dodinamici l'instabilita possa occorrere.

I parametri che faremo variare per studiare il comportamento della strut-
tura sono il vento incidente U, la lunghezza e la densita dell’ala L e p,,, che
possiamo ricondurre ai seguenti numeri adimensionali:

UL PO
= — — = Py t——1

R
¢ v pL L

Nell’affrontare questo problema scegliamo di usare perturbazioni finite, e ci
limitiamo a simulare numericamente la dinamica e a darne a posteriori un’in-
terpretazione fenomenologica.

Nella prima serie di simulazioni abbiamo studiato il moto fissando il valo-
re di U, e facendo variare la lunghezza dell’asta. I risultati sono mostrati
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in Figura 4.16 e in Tabella 4.3 riportiamo i parametri dimensionali fissati in
queste simulazioni.

Re=2682 p, =34 Re =4470 p, =20

6 [deg]

Re=6258 p, =15

0[\/\/\A AALLALNAN NN LN
\/vv v/ Y \/ \/

Figura 4.16: Evoluzione temporale dell’angolo tra l’asse y e 1’ala al variare dei parametri
adimensionali. Il vento incidente ¢ uniforme e pari a 2.7m/s.

Velocita incidente 2.7m/s
Viscosita cinematica 1.51 x 107°m?/s
Densita fluido 2D 0.0792 kg/m?

Estensione del dominio lungo x | 0.8 m
Estensione del dominio lungo y | 1.6 m
Spessore ala 0.002m

Tabella 4.3: Parametri in unita SI usati per le simulazioni senza gravita in aria.
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Vediamo che esiste una condizione di criticita sotto la quale 1’ala si comporta
come un segnavento, allineandosi infatti con la direzione del vento incidente.
Al di sopra di questa invece il moto si smorza fino ad un angolo critico, do-
podiché l'oscillazione diventa periodica e si auto-sostiene. Per comprendere
meglio questo fenomeno, fissiamo anche il numero di Reynolds e facciamo
variare soltanto la densita dell’ala.

Re=7162 p, =32 Re=7152 p,=6.4

0 /\ A n 0ﬂﬂm\ﬂf\/\/\(\/\/\/\/\(\/\M/\/\/\/\M/\/\A/\A
v UUUUUVvavvvvvvvvvvvvvvvvvvv

Re=7152 p, =128

TALAT
VYUY

t

()

®

N

IS

N

6 [deg]

IS

o

80

Figura 4.17: Evoluzione temporale dell’angolo tra ’asse y e I’ala al variare della densita.
11 vento incidente & uniforme e pari a 2.7m/s e Re = 7152.

Dalla Figura 4.17(c) osserviamo che deve esistere una densita critica sopra
la quale 'ala non raggiunge 1’equilibrio ma oscilla senza smorzamento.
Questa fenomenologia appare molto simile a quella trovata da Zhang et al.
in esperimenti sulle oscillazioni di un filamento elastico in un film di sapo-
ne [26], con la differenza che nel nostro caso la struttura ¢ rigida, e che non si
é tenuto conto degli effetti dovuti alla gravita, che sono bilanciati dal sistema
di ancoraggio (vedi Figura 4.15).

Volendo considerare anche gli effetti della gravita, possiamo ruotare la strut-
tura in modo che il vincolo rigido sia allineato lungo x, e studiare il moto nel
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piano y-z. Avremo quindi un’ulteriore quantitd adimensionale da considera-
re, ossia il numero di Froude

Fr=—— (4.33)

e scegliamo i parametri dimensionali con cui riscalare le grandezze fisiche
facendo riferimento ai valori sperimentali riportati da Zhu e Peskin in [28§],
che riassumiamo nella Tabella 4.4

Velocita incidente 2.0m/s
Viscosita cinematica 4 x107%m?/s
Densita fluido 2D 0.003 kg/m?

Estensione del dominio lungo z | 0.85m
Estensione del dominio lungo y | 1.6 m
Spessore ala 0.001m
Accelerazione di gravita 9.8 m/s*

Tabella 4.4: Parametri in unitd SI usati per le simulazioni con gravita in un film di
sapone.

Si vogliono ora discutere semplici considerazioni sulla base delle quali pro-
veremo a capire quale ruolo gioca la scelta dei parametri sulla stabilita del
filamento rigido in presenza di gravita. Supponendo di trattare un fluido
irrotazionale la forza di lift & data da:

1
F, = ipUQLCl C, = 270 (4.34)

Quindi per piccoli angoli possiamo stimare il momento M indotto da questa
forza rispetto al punto di attacco O, ovvero

MP =bF; = ZépU2L27T9 (4.35)

avendo supposto il braccio efficace b su cui la forza fluidodinamica agisce pari
a %. Trascurando la spinta di Archimede ed i contributi di massa aggiunta
(ipotesi valide nel limite in cui la densita del filamento rigido ¢ grande a suf-
ficienza), I’equazione del moto a piccoli angoli per effetto del fluido e della
gravita é:

0+ Q% =0 (4.36)
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Ricordando che il momento di inerzia rispetto a un estremo di un asta rigida
é paria Ip = %M L? troviamo che la pulsazione di oscillazione ¢ data

3g 3U?

essendo M = p,,0L la massa del filamento. Vi sono quindi due regimi limite
che possono essere trovati, in base a quanto la gravita influisce sul fluido:

Mg > ngQL = Q= 5T (4.38)

T U 3
M —pU?L Q=—4/= 4.39
g9<5p = \/M\/47Tp (4.39)

Una verifica della (4.39) si puo trovare riscalando i periodi di due simulazioni
in assenza di gravita di un fattore 25” come mostrato in Figura 4.18.

Density 20.216 kg/m2 Length 0.04 - 0.035 m w Density 20.216 kg/m2 Length 0.04 - 0.035 m

40

mass 0.0016 kg —— mass 0.0016 kg ——
mass 0.0014 kg —— mass 0.0014 kg ——

20 | 20 -

0AmmmmwwmmmmmmﬂAAANMMMMWWAAAAA
WWWWWWMNWWWWWVVVVWWWW“NWWVVVVVV

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA
UVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV

o

20 20 H

0 [deg]
6 [deg]

-40

-60 4 60

-80 4 -80

100 . . . . . 100 . . . .
3 4 5 6 0 5 10 15 20 25
time [sl time Q/(27)

(a) (b)

Figura 4.18: Riscalaggio temporale del periodo di oscillazione tra le simulazioni con pa-
rametri Re = 7152, p,, = 12.8 e Re = 6258, p,, = 15. Dopo il riscalaggio
(b) i periodi coincidono

Il fatto che i due periodi dopo il riscalaggio collassino ad un unico periodo
unitario ¢ la controprova della (4.39).

Resta da capire sotto quali condizioni dei parametri il moto dell’ala si auto-
sostiene. Possiamo immaginare che questa condizione si raggiunge quando il
periodo naturale di oscillazione 25” si sincronizza con il tempo che intercorre
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tra la creazione e il distacco di un vortice dall’ala: questo corrisponde ad una
condizione di risonanza tra la frequenza naturale ed una forza esterna data
dai vortici.

Il tempo caratteristico indotto dal distacco dei vortici puo essere stimato
a partire dal numero di Strouhal che soddisfa generalmente la condizione
St < 1 ed ¢é dato da ﬁ, da cui otteniamo il bilancio tra il quadrato dei
tempi

rr (27)?

2042 3 3U2
U2St" 5% +mpi%r

(4.40)

da cui possiamo ricavare una condizione di criticita, ad esempio, sulla massa:

SwpU?L?

Mcri =
' (2m)2U2St* — 2gL

(4.41)

Dovendo essere la massa positiva troviamo una condizione sui parametri che
deve essere soddisfatta affinché la risonanza possa avere luogo, ossia
9 3gL - 3gL
8r2St* ~ 8n?

(4.42)

avendo usato St < 1 nel secondo passaggio. Questa condizione pud essere
riscritta in termini adimensionali come:

/3

Fissata quindi la lunghezza dell’ala, esiste un vento critico sotto al quale ci
aspettiamo che il filamento si allinei con il vento, non potendo verificarsi la
sincronizzazione dei tempi caratteristici del sistema; al contrario se la velo-
cita del flusso incidente ¢ abbastanza grande.

Per validare questi risultati sono state effettuate delle simulazioni integrando
il solo grado di liberta angolare dell’asta rigida, usando I’equazione dei mo-
menti fluidodinamici (3.23) ed i parametri in Tabella 4.4. Fissando la massa
del filamento e variando la velocita del flusso incidente, otteniamo i risultati
mostrati in Figura 4.19.

In accordo con il modello teorico, ed in particolare con 'equazione (4.42) le
simulazioni confermano I’esistenza di un valore critico della velocita inciden-
te sopra al quale il moto si auto-sostiene. Inoltre, possiamo studiare come
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Re=1250 p,=66.7 Fr=0.56 Re=5000 p,=66.7 Fr=226

2 | 0 ﬂMM/\f\f\/\/\(\ﬂ/\f\f\/\fm/\AMAMMM/\/\M/\A
UUUUUUU\JUUUvavvvvwvvvwvvvvwvw

0 [deg]
6 [deg]

(a) (b)
Figura 4.19: Evoluzione angolare del filamento rigido a p,, = 66.7. (a): U = 0.25, il
filamento si allinea con il vento; (b): U = 1, l'oscillazione perdura nel
tempo.

I’ampiezza di oscillazione scali con la velocita del flusso incidente al di sopra
di questo valore critico:

Scaling ampiezza di oscillazione p,, = 66.7

14 ¢ 1

10 1

Omax [deg]

Figura 4.20: Ampiezza di oscillazione in regime periodico in funzione della velocita del
flusso incidente.

Come riportato in Figura 4.20, 'ampiezza di oscillazione decade al crescere
della velocita del flusso incidente, e ci aspettiamo quindi che abbia il suo mas-
simo in corrispondenza del vento critico; le simulazioni effettuate non hanno
permesso di stabilire con precisione a quale valore questo si trovi, ma pos-
siamo stabilire un intervallo di valori entro i quali deve essere compreso, ossia:
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0.7 < U, < 1 (4.44)

In conclusione, abbiamo verificato che le instabilita trovate, al di sopra di
cri

un angolo iniziale critico ¥§", non dipendono dalla perturbazione angolare
imposta al sistema.

Re=6258 p, =29

9 = 60 [deg] —
0y = 5.5 [deg]
30 g = 2 [deg] 1

v&w/\gav Va

—

Figura 4.21: Evoluzione del grado di liberta angolare.

Dalla Figura 4.21 osserviamo che a parita di parametri e variando solo 1’an-
golo di incidenza iniziale, otteniamo condizioni di instabilita fino a quando
Yo > 5.5°, al contrario per ¥y < 2° il sistema tende a stabilizzarsi; 'angolo
critico ¥ ¢ dunque compreso tra questi due valori. Il caso con ¥y = 5.5°
¢ particolarmente interessante, poiché mostra che 'ampiezza dell’instabilita
tende ad un valore comune a tutti i casi non stabili, ed ¢ maggiore dell’angolo
iniziale critico, sottolineando il carattere subcritico del fenomeno.
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4.5 Confronto con i Dati Sperimentali in Gal-
leria del Vento

In quest’ultima sezione riportiamo le caratteristiche dell’apparato utiliz-
zabile come energy harvester usato per gli esperimenti in galleria del vento,
mostrato in Figura 4.22.

L\
T \\\;

Figura 4.22: Geometria dell’energy harvester.

I1 dispositivo consiste in un’ala rigida di corda L = 4 ¢m, larghezza s = 6.6 cm
e spessore 0 = 2 mm, avente massa m = 0.34 g. Una massa mobile
Mmob = 1.7 g puo essere aggiunta all’ala in modo da regolare la posizione del
centro di massa, e due elastometri dielettrici fissano in modo simmetrico 'ala
ad un supporto rigido. L’idea ¢ quella di estrarre ’energia che gli elastometri
producono quando si deformano muovendosi in modo solidale all’ala sotto
I'effetto delle forze fluidodinamiche.

La forza di richiamo a cui risponde ciascun elastometro é non armonica ma
di tipo entropico, ed é data da

3
k L
Fle) — 1— ( 0 ) (Za + Ya®) (4.45)

Lo NG EETEy

essendo k la forza per unita di lunghezza esercitata dall’elastometro, Ly ed
Ly parametri detti di pre-stretching che sono regolabili con la geometria ed
(%4, Ya) le coordinate del punto di attacco dell’elastico rispetto alla posizione
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di riposo. Negli esperimenti condotti dal Prof. Corrado Boragno in galleria
del vento si sono scelti elastometri con k = 0.29 N, Ly = 6.6 cm, L; = 8.7 cm,
ed un flusso di aria incidente con velocita U = 4.1 m/s. I risultati ottenuti
al variare della posizione del centro di massa e del punto di attacco degli
elastometri sono riassunti in Figura 4.23, che mostra la traiettoria seguita
dal centro di massa caso per caso.

0.5 > *® : & 1
* * g
M — - v e i mm i
0.3 ' ° } | ® J
3 ' ) O ]
02 ! 0 0 . : 1
! ) i\\) .
o L = &\\a b c |

PA

Figura 4.23: Moto del centro di massa dell’ala al variare della posizione del centro di
massa e del punto di attacco dell’elastico, espressi in percentuale rispetto
alla lunghezza della corda.

La dinamica risulta essere estremamente ricca e differenziata, i vari regimi
sono stati evidenziati con colori differenti.

Sono state effettuate alcune simulazioni numeriche per cercare di riprodur-
re ed eventualmente ampliare questi risultati. L’accordo tra simulazioni ed
esperimento € solo parziale. Riferendoci al caso in cui sia il centro di massa
che il punto di attacco degli elastometri si trovino al 15% della corda, ripor-
tiamo nelle Figure 4.24 il confronto tra gli esperimenti in galleria del vento e
le simulazioni numeriche da noi condotte.

Sebbene la frequenza e 'ampiezza di oscillazione siano compatibili con quelle
sperimentali, cosl non possiamo dire per il moto del centro di massa ed i
momenti agenti sul sistema. Siamo pero in grado di spiegare le discrepan-
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Figura 4.24: Confronto tra esperimento (blu) e simulazioni numeriche (rosso). (a): ac-
cordo sulla frequenza di oscillazione. (b)-(c): discrepanze sulla traiettoria
del centro di massa ed i momenti agenti sul sistema.

ze trovate facendo un passo indietro e riconsiderando la geometria studiata:
I'aspect ratio, ossia il rapporto s/L tra la larghezza e la lunghezza dell’ap-
parato, non ¢ abbastanza grande da permetterci di studiare il moto in due
dimensioni a livello numerico.

Nell’esperimento i campi di velocita e pressione intorno al fluido risentono
degli effetti tridimensionali, e di conseguenza ne risentono anche le forze ed
il moto del sistema. L’approssimazione numerica bidimensionale ¢ quindi
poco accurata; per ovviare a questo problema occorre effettuare simulazio-
ni su griglie tridimensionali, modificando profondamente il codice usato, o
alternativamente cercare di condurre esperimenti con apparati aventi aspect
ratio maggiore.



Capitolo 5

Conclusioni

Lo scopo della tesi € stato quello di studiare la dinamica derivante dal-
I'interazione di strutture rigide ed elastiche con le forze fluidodinamiche, al
fine di trovare riscontri teorici e numerici con i risultati ottenuti in galleria
del vento dal Prof. Corrado Boragno su un sistema potenzialmente in grado
di ricavare energia del vento sfruttando le proprieta di materiali noti come
elastometri dielettrici. Per estrarre energia, ¢ necessario che il dispositivo in-
vestito dal vento non si allinei con esso, ma che continui ad oscillare tirando
e comprimendo periodicamente gli elastometri.

In un primo tempo abbiamo costruito un modello teorico basato sui ter-
mini dominanti delle forze in gioco a grandi numeri di Reynolds, tenendo
conto delle forze e dei momenti di lift indotti dal fluido sulla struttura, e
delle forze elastiche o dei vincoli rigidi, a seconda della geometria in esame
caso per caso. A partire da questo, abbiamo studiato nel limite di piccole
perturbazioni ’evoluzione delle equazioni del moto, ricercando nello spazio
dei parametri le curve marginali che delimitano le regioni stabili da quelle
instabili.

Sono stati confrontati i risultati ottenuti nell’approssimazione quasi-statica
con quelli derivanti da un’analisi pit1 generale che tiene conto, per mezzo del-
la funzione di Theodorsen, dell’effetto della scia di vortici. In condizioni non
asintotiche, 'effetto della scia risulta estremamente rilevante per descrivere
correttamente le regioni di stabilita.

Per validare i risultati ottenuti sono state effettuate simulazioni sfruttan-
do tecniche di calcolo numerico avanzate, basandosi sulle classi C++ fornite
dalle librerie di QOverture, opportunamente modificate per adattarle alla geo-
metria ed alla dinamica a cui siamo interessati. I risultati numerici sulle zone
di stabilita risultano essere in ottimo accordo con il modello teorico descritto.
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Al di fuori del modello teorico, abbiamo inoltre simulato I’evoluzione della
struttura sottoposta a perturbazioni finite, identificando varie tipologie di
instabilita e andando a cercare sotto quali condizioni sui parametri queste
possono verificarsi o meno. In particolare é stato trovato che a parita di altri
parametri esiste una velocita incidente critica alla quale I'instabilita trova il
suo massimo, e sotto la quale invece il sistema risulta sempre stabile.

Infine abbiamo cercato di riprodurre numericamente i risultati ottenuti speri-
mentalmente dal Prof. Corrado Boragno su strutture che rispondono a leggi
di richiamo non armoniche tipiche degli elastometri dielettrici. In questo caso
I’accordo tra gli esperimenti e le simulazioni é solo parziale: troviamo una
buona corrispondenza sulle frequenze e le ampiezze di oscillazione, ma delle
differenze sul moto del centro di massa e sulle forze del fluido sulla struttu-
ra. Tali differenze possono essere spiegate dal carattere bidimensionale delle
simulazioni effettuate, contro la tridimensionalita degli esperimenti condotti
in galleria del vento: non essendo 1’aspect ratio dell’apparato sperimentale
sufficientemente grande, la forma che il fluido assume nell’esperimento, e di
conseguenza le forze che questo esercita sulla struttura, risentono degli effetti
3D, e 'approssimazione numerica bidimensionale non é pienamente giustifi-
cata.

Tra gli sviluppi futuri di questa tesi possiamo annoverare una migliore ca-
ratterizzazione delle instabilita bidimensionali, sia dal punto di vista teorico
che numerico, e la generalizzazione del codice usato al caso tridimensionale,
per ricercare migliore accordo con i dati sperimentali esistenti ed individua-
re con precisione configurazioni particolarmente favorevoli all’estrazione di
energia. Inoltre I'Université Bordeaux ha dato disponiblita alla conduzione
di esperimenti su film di sapone per trovare riscontri sperimentali all’analisi
bidimensionale effettuata.
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