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Introduzione

Scopo di questa tesi e lo studio della dinamica di particelle in sospensione in
un fluido in movimento. In molte situazioni d’interesse applicativo e tecno-
logico tali particelle non possono essere studiate assimilandole a dei semplici
traccianti. Cio e dovuto al fatto che le loro dimensioni non sono trascurabili
e/o la loro densita di massa e sensibilmente differente da quella del fluido
in cui si trovano. In tal caso non e piu trascurabile I'inerzia della particella,
intesa come tendenza a conservare il proprio stato di moto, cioe a mantenere
costante la propria velocita, opponendo quindi una resistenza alla forza che
il fluido esercita sulla particella. Chiameremo quindi questo tipo di particelle
inerziali. In quanto tali, esse sono caratterizzate da un tempo di risposta alle
variazioni del flusso, detto tempo di Stokes, che e strettamente legato alle
dimensioni della particella e al rapporto tra la densita della particella e quel-
la del fluido. Il tempo di Stokes e quindi un parametro che misura l'inerzia
della particella: piu e grande il tempo di Stokes (rispetto alla scala temporale
caratteristica del flusso), piu la particella si muovera in modo indipendente
dal flusso. Nel corso della tesi usero il numero di Stokes che esprime tale
tempo in forma adimensionale.

La comprensione della dinamica di particelle inerziali in un fluido in mo-
vimento ¢ fondamentale in diversi campi della scienza, come la fisica teorica
e sperimentale, la geofisica, ’astrofisica, la biologia e la chimica. Vediamone
alcuni esempi. Una caratteristica delle particelle inerziali ¢ la loro tendenza
a distruibuirsi spazialmente nel fluido in modo disomogeneo, anche se la loro
distribuzione iniziale fosse uniforme. Succede che particelle piu leggere del
fluido tendono ad accumularsi in zone del flusso in cui domina la vorticita;
al contrario particelle aventi densita maggiore di quella del fluido si concen-
trano laddove la velocita di deformazione del fluido € dominante rispetto alla
vorticita. Questo fenomeno di concentrazione preferenziale viene sfruttato
per separare in un fluido particelle aventi tempi di Stokes differenti, ad esem-
pio particelle con la stessa densita ma dimensioni differenti, oppure con le
stesse dimensioni ma densita diverse. Anche se le particelle inerziali non si
comportano esattamente come dei traccianti, esse possono rivelarsi utili per



visualizzare determinate regioni del fluido: ad esempio si possono iniettare
bolle in un fluido per individuare le regioni ad alta vorticita.

Un esempio di particelle inerziali e costituito dall’aerosol atmosferico, ov-
vero da particelle solide o liquide di diametro inferiore al micron in sospen-
sione nell’aria. Tali particelle giocano un ruolo importante nella formazione
delle precipitazioni [9], nel bilancio energetico terrestre, in processi chimi-
ci che possono aver luogo nell’atmosfera e nell'impatto che queste particelle
possono avere sull’ambiente e sulla salute dell'uvomo (ad esempio, particelle
generate da processi industriali o dallo smaltimento dei rifiuti).

In biologia, microorganismi con una limitata capacita motoria, se non ad-
dirittura assente, possono essere studiati come particelle inerziali. Ad esem-
pio si studia la distribuzione del fitoplankton nel mare, e in particolare si
cerca di capire come il flusso dell’acqua possa favorire la permanenza del
fitoplankton negli strati superficiali del mare [26].

Anche le gocce di pioggia sono delle particelle inerziali. Esse si forma-
no attraverso tre fasi successive [30]: la nucleazione, la condensazione e la
coalescenza. Durante la nucleazione le molecole di vapore acqueo contenute
nell’aria si aggregano sotto forma di goccioline il cui raggio ¢ dell’ordine di
0.1 micron. Si parla di nucleazione omogenea quando le molecole di vapore
acqueo urtano casualmente le une contro le altre e danno luogo alla forma-
zione delle gocce d’acqua. Nella nucleazione eterogenea, invece, il vapore
si deposita e si condensa sulla superficie di una particella solida estranea,
solitamente chiamata nucleo di condensazione o CCN (Cloud Condensation
Nucleus), e man mano ricopre 'intero nucleo. Il nucleo di condensazione fa
da catalizzatore, nel senso che la nucleazione eterogenea puo avvenire per li-
velli di soprassaturazione del vapore acqueo nell’aria inferiori a quelli richiesti
perché possa avvenire la nucleazione omogenea. Nella fase di condensazione
il raggio delle gocce d’acqua cresce a causa del moto diffusivo delle molecole
di vapore nell’aria che, urtando contro le goccioline, possono accumularsi e
condensarsi sulla loro superficie. In questa fase il raggio delle gocce varia dal
micron alle decine di micron. Finché la goccia e piccola, le particelle d’acqua
possono essere considerate isolate perché la frequenza dei loro urti € ancora
trascurabile. Quando il raggio supera i 20 micron circa, diventa importante
il meccanismo di coalescenza, nel quale le gocce d’acqua, urtando tra loro, si
accrescono ulteriormente. In questa fase l'inerzia delle gocce gioca un ruo-
lo importante. La probabilita che avvenga 1'urto tra due gocce dipende in
particolare dalla velocita relativa tra le gocce e dalla distribuzione spaziale
relativa a gocce di dimensione diversa. Gocce piu grandi, avendo una mag-
giore velocita di caduta, urtano contro gocce piu piccole che, in quanto tali,
si muovono piu lentamente. Inoltre, abbiamo detto che 'effetto combinato
del movimento dell’aria e dell’inerzia delle gocce genera un fenomeno di con-
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centrazione preferenziale che condizionera quindi la probabilita degli urti tra
gocce. Nel capitolo 4 torneremo sull’esempio della goccia d’acqua nell’aria.

In questo lavoro mi occupero di particelle inerziali immerse in un flusso
bidimensionale e spazialmente periodico, per conoscere il quale sara quindi
sufficiente descriverlo in una porzione limitata di spazio, una cella elementa-
re. Chiameremo percio un flusso del genere cellulare. Il flusso cellulare da me
scelto sara simile a quello utilizzato da Stommel [29] per descrivere moti con-
vettivi indotti da un gradiente termico (celle cosiddette alla Rayleigh-Bénard)
o dal vento (celle di Langmuir). A differenza del caso trattato da Stommel,
in cui il flusso era considerato stazionario, considerero un flusso cellulare che
oscilli lungo 'orizzontale (flusso che mima meccanismi di instabilita "laterale’
delle celle di Rayleigh-Bénard [7, 27]) o lungo la verticale.

Una domanda a cui cerchero di rispondere e: possono particelle molto
pitu dense del fluido restare stabilmente sospese, se non addirittura muoversi
in direzione opposta alla gravita in un flusso cellulare oscillante? Sperimen-
talmente cio e stato osservato nel caso di un flusso oscillante verticalmente,
sebbene non fosse di tipo cellulare [31, 11] e le particelle considerate avessero
al pit una densita circa 8 volte piu grande di quella del fluido, mentre io
considerero il caso limite in cui la densita delle particelle sia molto maggiore
di quella del fluido (si pensi ad esempio ad una goccia d’acqua nell’aria, 1000
volte piu densa dell’aria). Da un punto di vista teorico, questo problema era
stato affrontato da Stommel [29], il quale, trascurando pero l'inerzia delle
particelle, aveva mostrato che cio era possibile, ma in un flusso cellulare sta-
zionario. Successivamente anche Maxey [21] si era posto la stessa domanda
e, introducendo anche gli effetti dell’inerzia della particella, aveva mostrato,
attraverso un’analisi di stabilita lineare dei punti di equilibrio delle particelle,
che soltanto particelle piu leggere del fluido potevano restare sospese in un
flusso del genere, a condizione che la loro velocita nuda! fosse sufficientemente
piccola.

L’altro obiettivo del mio lavoro di tesi consiste nell’individuare le condi-
zioni in cui particelle piu leggere del fluido possono rimanere stabilmente in
oscillazione intorno a dei punti fissi in un flusso cellulare oscillante vertical-
mente e fornire un’espressione matematica che mi permetta, una volta fissati
i parametri che descrivono il flusso e la particella, di verificare la possibi-
lita che cio accada e di dare una formulazione matematica delle curve chiuse
percorse dalle particelle in tale situazione di equilibrio.

Nel primo capitolo vengono descritti i passaggi principali attraverso i quali
Maxey e Riley [19] ricavarono 1’equazione del moto di una piccola particella
sferica di raggio a in un flusso generico non uniforme u(x,t). Cio sara utile

IPer velocita nuda intendero la velocitd che la particella avrebbe in un fluido fermo.



per capire le ipotesi in cui lavorero e quali sono le forze coinvolte. Supporro
che:

e il fluido sia incompressibile;

e la concentrazione delle particelle nel fluido sia molto bassa, e non
modifichi quindi la viscosita u del fluido;

e la particella sia molto piu piccola della scala di lunghezza L caratteri-
stica del flusso (la dimensione di una cella, nel caso di flusso cellulare);

e la velocita della particella rispetto al fluido sia piccola;

e il gradiente di velocita del flusso sia piccolo lungo una lunghezza del-
I'ordine del raggio della particella.

La particella, relativamente allo studio della sua dinamica, sara considerata
puntiforme, per cui non m’interessera la sua struttura interna, ma mi limitero
a studiarne la dinamica da un punto di vista traslazionale. Le sue dimensioni
saranno invece importanti per determinare la perturbazione che la particella,
muovendosi nel fluido, esercita sul flusso assegnato. Vedro quindi quali sono
le forze in gioco e cerchero di illustrarne il significato. Nel corso del mio lavoro
utilizzero una forma piu semplice dell’equazione di Maxey e Riley, in cui
trascurero in prima approssimazione alcuni termini. Fatta questa scelta, le
forze che interverranno nella mia trattazione saranno: il peso della particella,
la spinta di Archimede, 'attrito di Stokes e l'effetto cosiddetto di massa
aggiunta.

Nel secondo capitolo descrivero il tipo di flusso in cui studiero la dinami-
ca delle particelle inerziali. Si tratta di un flusso cellulare gia utilizzato in
precedenza per descrivere moti di tipo convettivo, come ad esempio le celle di
Rayleigh-Bénard [29] o le celle di Langmuir [16] (moti convettivi indotti nei
laghi o negli oceani per effetto del vento). A prescindere dal tipo particolare
di moto convettivo che il flusso da me scelto puo descrivere, si tratta di una
situazione che mi permette di studiare gli effetti che un fluido in movimento
puo avere sulla velocita di caduta/risalita delle particelle. Esistono lavori
precedenti in cui viene studiato il moto di particelle in flussi di questo tipo
stazionari [29, 20, 21, 17] o oscillanti orizzontalmente [2, 7]. Martins Afonso,
in un suo recente lavoro che sara per me un punto di riferimento, inizia a
considerare un flusso che oscilli verticalmente [18].

Nel terzo capitolo mostrero, partendo dall’equazione del moto della par-
ticella ricavata nel primo capitolo, che tale particella costituisce un sistema
dissipativo: significa che esistono degli attrattori, cioe delle regioni nello spa-
zio degli stati della particella, su cui la particella va a posarsi dopo un certo



intervallo di tempo. In questo capitolo forniro una descrizione matematica
di una classe di attrattori (cicli limite?) la cui esistenza sara riscontrata nel
corso delle mie simulazioni, descritte nel capitolo 5, relative a particelle in
un flusso cellulare oscillante verticalmente.

Nel capitolo 4 viene descritto il programma che ho messo a punto per
simulare il movimento delle particelle inerziali in un flusso cellulare oscillante.
Segue 'analisi delle simulazioni da me effettuate nel caso di particelle molto
piu pesanti del fluido. Indaghero gli effetti sulla velocita di sedimentazione
delle particelle facendo variare diversi parametri: ’effetto della diffusione, la
frequenza delle oscillazioni, ’ampiezza delle oscillazioni, la geometria delle
celle, leffetto della gravita.

Nel capitolo 5 sono illustrati i risultati delle simulazioni fatte consideran-
do inizialmente particelle piu leggere del fluido. Partirdo dall’analisi di una
situazione particolare in cui tutte le particelle oscillano stabilmente intorno
a delle posizioni fisse. In tal caso la velocita terminale media delle particelle
risulta essere nulla. Cerchero di individuare le condizioni in cui tale velocita
da nulla diventa positiva. Per far questo, fissero una frequenza di oscillazione
sufficientemente bassa e faro variare: ’ampiezza delle oscillazioni, la densita
relativa tra particelle e fluido, I'effetto della diffusione.

Nelle situazioni da me trattate riusciro ad ottenere in alcuni casi una
significativa riduzione della velocita di caduta di particelle pesanti rispetto
al caso di fluido fermo.

2Un ciclo limite & una curva chiusa, nello spazio degli stati della particella, a cui in
alcuni casi la traiettoria della particella puo tendere asintoticamente.
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Capitolo 1

Equazione del moto di una
piccola particella sferica in un
flusso non uniforme

In questo capitolo mi soffermero sulle ipotesi e i passaggi principali che por-
tarono Maxey e Riley [19] alla formulazione dell’equazione del moto di una
piccola particella sferica in un flusso assegnato e sotto l'effetto della gravita.
Seguira una riflessione sul significato dei termini contenuti nell’equazione.

1.1 Premesse

Partiro dal richiamare alcuni elementi di fluidodinamica che saranno utili nel
seguito della trattazione. Testi principali di riferimento sono [12] e [15].

Punti di vista euleriano e lagrangiano. La descrizione matematica del-
lo stato di un fluido in movimento puo essere fatta attraverso campi (scalari,
vettoriali, tensoriali) che forniscano in ogni istante la distribuzione spaziale
di grandezze fisiche come la velocita del fluido u(x,t) e le variabili termo-
dinamiche relative al fluido, come la pressione p(x,t) e la densita del fluido
p(x,t) . Questo modo di descrivere un fluido viene detto punto di vista eule-
riano. Un altro tipo di approccio, detto lagrangiano, consiste nel descrivere
la dinamica delle singole particelle fluide e I’evoluzione delle grandezze fisiche
utili a descriverne lo stato lungo le traiettorie.



Derivata lagrangiana. Sia g(x,¢) un campo che descrive la grandezza
fisica g relativa al fluido. Usero la notazione

Dg

—(x,t

D (&)
per indicare la derivata lagrangiana di g, ovvero la derivata temporale di g cal-
colata lungo la traiettoria di una particella fluida che si trovi nella posizione
x all’istante t:

Dyg

(@.t) = {@—FU-Vg} (1) (1.1)

ot

Conservazione della massa. Da un punto di vista euleriano, I’equazione
che esprime la conservazione della massa (in assenza di sorgenti) in un punto
del fluido e:
dp
ot
dove p(x,t) & la densita di massa del fluido e u(x, t) € il campo di velocita
del fluido. Il termine a destra dell’equazione (1.2) rappresenta la massa di
fluido che entra o esce da un volume infinitesimo nell’unita di tempo.
L’equazione (1.2) puo essere scritta anche nel seguente modo:

—V - (pu) (1.2)

1Dp _

oDt —V-u (1.3)

ed esprime un punto di vista lagrangiano: a sinistra ¢ indicata la variazione
relativa di densita di una particella fluida per unita di tempo, a destra e la
variazione relativa di volume della particella stessa nell’unita di tempo.

Fluido incompressibile. Diro che un fluido e incompressibile qualora la
densita p sia costante (9;p = 0) e uniforme (Vp = 0). Se un fluido ¢ incom-
pressibile allora ogni particella fluida mantiene la propria densita costante

durante il suo moto:
Dp
Dt

Quindi, per la conservazione della massa espressa in (1.3) si ha che:

op+u-Vp=0

V-u=0 (1.4)



Equazione di Navier-Stokes L’equazione del moto di una particella flui-
da per unita di volume puo essere scritta come:
Dui Gaik

th = pgi + B

(1.5)

dove o e detto tensore degli sforzi: ha infatti le dimensioni di uno sforzo
(forza per unita di superficie) e contiene appunto le informazioni sulle forze di
superficie F'g esercitate dal fluido sulla superficie S che delimita la particella

fluida:
FS = /dS 0
S

Il tensore o ha anche le dimensioni di una quantita di moto per unita di
tempo e di superficie, e osservando 'equazione (2.1) oy, pud essere vista
come la componente i-esima della densita di corrente di quantita di moto pu
nella direzione k-esima.

Il tensore oy, puo essere scomposto come:

Ok = —péik+0§k (16)

dove o, ¢ detto tensore degli sforzi viscosi. La viscosita di un fluido € dovuta
alla presenza di attriti interni che si verificano quando parti diverse del fluido
si muovono con velocita differenti. Cio determina dissipazione di energia
sotto forma di calore e un trasferimento di quantita di moto da punti in cui
la velocita e maggiore a punti dove e minore. La viscosita non si manifesta
quindi se il campo di velocita e uniforme o, pitl in generale, se il fluido effettua
un moto di roto-traslazione rigida. Supporremo in prima approssimazione
che ¢’ dipenda solo linearmente dalle componenti del tensore Vu (ipotesi di
fluido newtoniano), in tal caso si dimostra che il tensore degli sforzi viscosi
puo essere scritto come:

ou; Oup 2
oy =l —+ — 0V -u | + (V- u 1.7

ik 1% ka 8-I7, 3 ik C ik ( )
dove p e ¢ sono detti coefficienti di viscosita. Sono entrambi positivi, e in
generale dipendono dalla pressione e dalla temperatura. Noi li considereremo
in prima approssimazione costanti. Nell’ipotesi di fluido incompressibile si
verifica la condizione (1.4) e il tensore ¢’ si semplifica e diventa:

, ou;  Ouy
= 1.

Oik = =P i + (ka O
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L’equazione (2.1) diventa allora:

D
P—u = pg — Vp+ pAu (1.10)
Dt
OVVETro D
ﬁ:g—Vp—i—VAu (1.11)

che ¢ nota come equazione di Navier-Stokes. Il coefficiente v = £ viene detto
viscosita cinematica. Per rendere adimensionale I'equazione (1.11), scegliamo
come unita di misura : la densita del fluido p, una velocita U e una lunghezza
L caratteristiche. Si ottiene:

Du/ 1
D’; =g =V + A (1.12)
dove UL
Re= —
1%

¢ detto numero di Reynolds.

1.2 Particelle inerziali

Il mio obiettivo sara studiare la dinamica di particelle sospese in un fluido
in movimento sotto l'effetto della gravita, in un flusso assegnato. In alcuni
casi terro conto anche dell’effetto della diffusione. Solitamente le particelle
in sospensione in un fluido vengono dette inerziali [13, 18] quando hanno
dimensioni non trascurabili o la loro densita e sensibilmente differente da
quella del fluido (ad esempio delle gocce in un gas, delle bolle in un liquido
o delle particelle solide in un fluido). Cosi come accade per un fluido, anche
una sospensione di particelle in un fluido puo essere studiata tanto attraverso
un approccio di tipo euleriano quanto mediante uno di tipo lagrangiano. Io
seguiro un punto di vista lagrangiano, nel quale osservero la dinamica delle
singole particelle e attraverso 1'analisi di N? particelle ricaverd informazioni
di tipo statistico, come la velocita media o la posizione media. Per capire
quali sono le forze in gioco e allo stesso tempo per mostrare qual e il mio
punto di partenza, vedro come Maxey e Riley [19] ricavarono 1'equazione del
moto di una piccola particella sferica in un flusso non uniforme!. Considerero
delle particelle passive?, nel senso che non modificano la fase fluida in cui

'Esistono lavori che analizzano il caso pit generale di particelle non sferiche [22]
2Vedremo che le particelle non saranno considerate passive, perd, per quanto riguarda
la perturbazione che la loro presenza determina nel flusso.
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sono sospese. Puo accadere, ad esempio, che una sospensione in un fluido
ne modifichi la viscosita (si vedano ad esempio [12, 13]). Si ricordi a tal
proposito la formula di Einstein (1906) che esprime la viscosita j.rs assunta
dal fluido in funzione di un parametro adimensionale, ¢, che & pari al rapporto
tra il volume occupato dalle particelle in sospensione nel fluido e il volume

del fluido: -
Heff = [ <1 + 505)

1.3 Equazione del moto di una piccola parti-
cella sferica in un flusso non uniforme

Mostrero ora i passaggi principali per determinare 1’equazione del moto di
una piccola particella sferica rigida immersa in un flusso non uniforme, come
indicato da Maxey e Riley in [19].

Consideriamo una particella di raggio a, con posizione X (t) e velocita
V(t). L’equazione del moto per questa particella discende dalla seconda
legge di Newton:

X =V

: (1.13)
m,V = myg + ji oin;dS

dove g e l'accelerazione gravitazionale, m, ¢ la massa della particella, S e
la superficie esterna della particella e o;; ¢ il tensore degli sforzi del fluido.
In [19] si precisa l'ipotesi che la particella sia isolata, quindi vengono escluse
interazioni con altre particelle o con bordi.

Supponiamo che il fluido sia viscoso, incompressibile e che il flusso soddisfi
I'equazione di Navier-Stokes (1.11). Sia u®(zx,t) il flusso imperturbato,
cioe come sarebbe in assenza della particella. Le equazioni che descrivono
u®(x,t) sono quindi:

ou®
Py ( 9 +u. Vu(o)) = prg — Vp + pAu

V-ul® =0

Una precisazione sulle derivate temporali. In [19] si chiarisce il signi-
ficato di alcune derivate temporali che compariranno nei passaggi successivi:

d/dt indichera la derivata temporale calcolata seguendo il movimento
della particella:

12



X .0 = (G4 v- Vf)‘

(X().1)

D/ Dt indichera la derivata temporale calcolata seguendo il moto di una
particella fluida:

2P (0).0) = (g—f fu Vf) ‘

(X().t)

Scomposizione del problema. La presenza della particella e il suo movi-
mento attraverso il fluido modificheranno il flusso localmente determinando
un nuovo campo di velocita u(x, t):

u(x,t) = u®(x,t) + uV(x,1) (1.14)

La dinamica del campo di velocita u(x,t) ¢ retta dalle equazioni di Navier-
Stokes:

ou
Pf (a-l—u-v'u,) = prg — Vp + pAu
V-u=0

Per quanto riguarda le condizioni al contorno:

1. Imponiamo la condizione di non scivolamento del fluido sulla superficie
della particella (ipotesi di fluido viscoso):

u(x,t) = V() + Q) x [g— X(t)] se ||lx — X(t)]| =a
dove €(t) ¢ la velocita angolare della sferetta.

2. Richiediamo che a grande distanza dalla particella la perturbazione u("

svanisca:
u(z,t) = u®(x,t) se ||z — X (1) — oo

Ci mettiamo ora nel sistema di riferimento del centro di massa della
particella. Le nuove variabili in tale sistema sono:

z=x— X(t)
t=1¢

Nel nuovo riferimento il campo che descrive la velocita del fluido sara:
w(z,t) = v(x,t)|g—zrx@) — V(1)

13



L’equazione di Navier-Stokes e 'ipotesi di fluido incompressibile per u si
traducono in:

0 av
Pr (_w +w - Vzw) =P +prg — Vp + pAw

ot (1.15)

V., - w=0
D217 Bz2 Ozg
Le condizioni al contorno sono:

{ w(z,t) = Q) x z se ||z]| =a

w(z,t) = w9 (z,1t) se ||z]| — o0

dOVGVZE(a 0 a)_

Come in (1.14), il campo w viene decomposto nella somma di un flusso
imperturbato w® e di una perturbazione w™:

w=w" +w

dove:
w(o)(Z, t) = U(O)(e’ﬁ, )w=zrx@) — V(1)

w(l) (’27 t) = u(l) (ma t) |:z::z+X(t)

Le equazioni che descrivono il flusso imperturbato «(®) diventano:

ow® v
ps ( +w” Vzw(o)) = —pr— + 019 = V¥ + pAw?

ot dt (1.16)

V. w? =0

Da (115) (S (116) si ottengono le equazioni relative alla perturbazione
1.
wr

Hw®
pf< 'gt +'w(0)-Vzw(1)+w(1)-vzw(o)+w(1)-Vz'w(l)) _

V. w® =0

con condizioni al contorno:

{w(l)(z,t) = Q) x zse ||z]| =a

wW(z,t) =0se ||z]| — oo

14



Ora si scompone la risultante F' delle forze esercitate dal fluido sulla particella
in un contributo F© dovuto al flusso imperturbato e un contributo F®
dovuto alla perturbazione:

F = % az-jnde = F(O) + F(l)
S

dove

. ow®  ow'®
Fz'( ) _ 7{? [_p(a)gij + p ( gzl + 8; n;dS, a =0, 1.
¥ (2

In [19] vengono calcolati separatamente i due contributi. Ripercorriamo
ora alcuni dei passaggi attraverso i quali & stata ricavata la risultante F'(©)
delle forze esercitate dal flusso imperturbato sulla particella.

Contributo del flusso imperturbato. Le componenti di F(® possono
essere calcolate se si conosce il tensore degli sforzi del flusso imperturbato:

FZ-(O) = ]iag))njds (1.17)

dove S ¢ la superficie che delimita la particella e (n1, ns, n3) € il versore norma-
le all’elemento di superficie dS. L’espressione (1.17) puo essere trasformata
in un integrale di volume esteso su tutto il volume V della particella:

LG
FY = / T gy —
v 0z

0 ow”  ow
— — | —pOs.. et J
/V (%j [ p " + a ( 8zj + 821
_ / _ap(o) . a2w§0)
v 02’7, M@zjazj

A questo punto si utilizza I'ipotesi che la particella sia molto piu piccola della
scala caratteristica L su cui varia u(®:

dv = (1.18)

av

a
|
7 <

Ne derivano due semplificazioni:

op©

%
della sfera, almeno in prima approssimazione;

viene considerato uniforme all’interno

1. il gradiente di pressione —

15



2. w® viene approssimato con uno sviluppo in serie di Taylor di ordine

2 intorno al centro della sfera.

Si ottiene quindi:

Ricordando che w(® soddisfa I’equazione di Navier-Stokes (1.16) possiamo
scrivere:

4 av  ow
O~ 57“13 [_Pfg + o5 (E + Qgt +w? Vzw(o))] (0,t) =
1.19
av. ow® © (1.19)
=-mpgtmy | -t tw -Vw'™ ) (0,1)
dove my ¢ la massa di fluido spostata dalla particella.
Se torniamo nel riferimento di partenza:
ou®
E(O) = —mfg + my ( gt + U(O) . Vzu(o)) (X(t),t) =
(1.20)
Du®
= —mgg +mpp—(X(0).1)

e 'equazione del moto della particella diventa:

dv Du®
mp% = (mp - mf)g +my Dt

(X (t),t) + FWY

Possiamo riconoscere in questa equazione la spinta di Archimede —myg e la
forza m fD%io)(X (t),t) che il fluido eserciterebbe su una particella fluida di
massa my (in tal caso la perturbazione & considerata assente).

Contributo della perturbazione. Abbiamo visto che la perturbazione
w) deve soddisfare le equazioni:

)
w:
Ps < 82 +w® ~Vzw51) +aw . Vzw§0) +wl. Vzw51)> =

Op
=— g + pAw!? (i=1,2,3)
Zi
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ovvero:

ow'!
i 4w Vo +w® - Vo 4 w® . v =
at z 1 z ) z i

1 opt)

+vAw (i=1,2,3)

dove v = £ ¢ la viscosita cinematica. Come osserva De Lillo in [13], se

vogliamo risolvere queste equazioni al primo ordine nella perturbazione, al-

. . . . 1 .
lora possiamo trascurare il termine non lineare w® - Vzwz( ). Nell’articolo

di Maxey e Riley [19] vengono fatte opportune ipotesi affinché si possano
trascurare i due termini avvettivi rimasti nell’equazione, ovvero:

1. w® . v w!
2. wh . V,w!”

Pit precisamente, si ricercano le condizioni in cui questi due termini siano
trascurabili rispetto all’effetto della viscosita VAwil). Per far questo, De
Lillo mostra in modo accurato gli ordini di grandezza dei vari termini. Le
notazioni usate sono:

Wo, Wy, Uy, valori tipici rispettivamente di w©®, w™®, u©:

L, lunghezza caratteristica su cui varia in modo significativo u®:;

a, raggio della particella, preso come lunghezza caratteristica di w,

Ecco la stima dei termini da confrontare:

WoW-
w® . 7, ~ VoW
a

0 _ Wil

Affinché i due termini di trasporto siano trascurabili rispetto al termine
viscoso deve essere:

w® . Vow!)  Wea

~ <1
piw v
w!) - Vow? [(Ug/Lyala _ |
pAw) v
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Possiamo definire due numeri di Reynolds ® e imporre che entrambi siano
piccoli:

W
1. Re; = Hod < 1= Wy < 2 (velocita relativa della particella rispetto
v

al fluido piccola)

2. Rey = M < 1= %a < % (gradiente di velocita del flusso
imperturbato piccolo su un lunghezza dell’ordine di a)

Sotto queste ipotesi, I'equazione vettoriale che descrive w) si semplifica
e diventa:

(1) 1
Jw = ——V.pY +vAw®Y (1.21)
ot Pf
E questa Dequazione usata per calcolare la forza F(U) esercitata dal fluido
sulla particella per ef fetto della perturbazione. Il risultato ottenuto nel
lavoro di Maxey e Riley [19] e:

FO = —%mf% {V(t) —u(X(t),t) — 5 A u\X(t)} +
_ 6rap {V(t) C (X (1)) — éa2A u|X(t)} 4 .
1.22
o | {vu) —u(X(t),t) — %a% u|X(t)}
— 6map /o dr (= 7)]1/2

FW & quindi la somma di tre termini: il primo viene detto effetto di massa
aggiunta, il secondo e I'attrito di Stokes e il terzo ¢ il cosiddetto integrale di
Basset. Segue una riflessione sul significato di queste forze:

Massa aggiunta. Stokes spiega in [28] come Bessel * avesse introdotto il
concetto di massa aggiunta. Le osservazioni sperimentali sul pendolo ve-
nivano solitamente fatte in presenza dell’aria. Bisognava quindi applicare
una piccola correzione ai risultati ottenuti per ricondurli a cio che si sarebbe
osservato se il pendolo fosse stato sospeso nel vuoto. L’effetto piu evidente
dell’aria era una riduzione della forza che mette in moto il pendolo, e il conse-
guente aumento del periodo di oscillazione. Questo effetto veniva giustificato

3In generale un numero di Reynolds esprime il rapporto tra forze inerziali e forze viscose,
offrendo un criterio per valutare quale dei due effetti sia pit importante.
4Friedrich Wilhelm Bessel, astronomo, matematico e geodeta tedesco (1784-1846)

18



con la spinta di Archimede. Fu Bessel, nel 1828, a far notare che non ba-
stava tener conto della spinta di Archimede, ma bisognava considerare anche
I'inerzia del fluido stesso. Egli descrisse quest’effetto come un aumento del
momento di inerzia del pendolo °. In particolare, nel caso di pendolo sem-
plice, egli aggiunse alla massa del pendolo un contributo pari ad un fattore
k moltiplicato per la massa di fluido spostata dal pendolo.

In [12] viene illustrato il significato dell’effetto di massa aggiunta in un
fluido ideale © e incompressibile. Si studia il moto di un corpo generico in un
fluido fermo all’infinito (significa che il fluido, in assenza del corpo, sarebbe
fermo). Inevitabilmente il fluido ¢ costretto a spostarsi al passaggio del corpo.
E intuitivo pensare che se il corpo accelera o decelera 'energia cinetica del
fluido aumentera o diminuira. D’altra parte, se il corpo € in moto rettilineo
uniforme, ’energia cinetica del fluido non cambiera. Un corpo la cui velocita
V vari nel tempo esercita sul fluido una forza da cui deriva una variazione
della quantita di moto del fluido. Le componenti della quantita di moto
totale del fluido possono essere espresse come (vedi [12]):

Py = m Vi

dove m;;. € un tensore simmetrico costante che dipende dalla forma del corpo
e della sua velocita V. m; viene detto tensore di massa aggiunta. Nel caso
di una sfera, m;, = %mfdz-k, dove my ¢ la massa di fluido spostata dalla sfera.
La forza esercitata dal corpo sul fluido sara quindi:

dP
F=—
dt
che in forma scalare diventa:
dP; dV;,
I = — ., 2k
T T

da cui si vede che la forza esercitata dal corpo sul fluido e assente se il corpo
si muove rispetto al fluido di moto rettilineo e uniforme. Il fluido esercitera
quindi sul corpo una forza uguale e opposta, che e I'effetto di massa aggiunta.
In un fluido fermo I'equazione del moto per una particella sferica diventa:

av ( ) 1 dv
my—— = (my, —mys)g — —ms——
Pat R
5La frequenza di oscillazione di un pendolo fisico nel caso di piccole oscillazioni & wy =

mgd
I )

momento d’inerzia rispetto all’asse (vedi [23])

SIn [12] si definisce ideale un fluido nel quale siano trascurabili processi di dissipazione
di energia dovuti ad attrito interno (viscosita) e scambi di calore tra parti differenti del
fluido.

dove m ¢ la massa del pendolo, d & la distanza fra ’asse e il baricentro, e I & il
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che puo essere riscritta come:

1 dv
(my + 5my)—- = (my —my)g
In questa seconda formulazione l'effetto di massa aggiunta e visto, appunto,
come un’incremento di massa della particella, esattamente come aveva fatto
Bessel. Come si vede da questo esempio, ma anche dall’equazione di Maxey, il
termine di massa aggiunta ¢ presente a prescindere dalla viscosita del fluido.

Contributi dovuti alla viscosita del fluido:

e Attrito di Stokes. Si puo notare che, nel caso particolare di flusso
stazionario e di velocita della particella relativa al fluido costante, la
forza esercitata dal fluido sulla sfera a causa della viscosita si riduce
a questo termine. Se il flusso imperturbato fosse anche uniforme, si
otterrebbe esattamente la legge di Stokes che descrive la resistenza
esercitata da un fluido su una sfera che si muova lentamente con velocita
costante rispetto al fluido.

e Integrale di Basset. E dovuto alla non stazionarietd del flusso e
della velocita della particella relativa al fluido. Infatti, come viene
osservato in [19], € un termine che diventa importante nel moto di
una particella che cada sotto 'effetto della gravita attraverso un fluido
fermo, partendo da una situazione iniziale di riposo, e per una particella
sospesa in un fluido che oscilli uniformemente ad alta frequenza. Nel
seguito trascureremo per semplicita questo termine.

Correzioni di Faxen. L’effetto di massa aggiunta, 'attrito di Stokes e
I'integrale di Basset contengono una correzione proporzionale a A u X(1)-
Queste correzioni, conosciute come termini di Faxen, servono a tener conto
dell’ipotesi di flusso non uniforme.

L’equazione definitiva che Maxey e Riley [19] ottengono per la particella
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(d’ora in poi intenderd con w il flusso imperturbato u¥)) & quindi:

. dV (m, — my)g +m Du‘
—, = — g ' Ty
Pdt i Dt | x
1 d L,
— §mf£ {V(t) —u(X(t),t) — Ea A ulX(t)}
1
.| djdr {V(t) —u(X(1).0) - zaA “|X(t>}
— 67a 2/ dr
H 0 [Tv(t — 7')]1/2

(1.23)
ottenuta sotto le ipotesi di:

e fluido incompressibile;

e particella puntiforme: a < L;

° Woa < 1,
v
 (W/Lyda _
v

e particella isolata.

Seguendo le scelte fatte da Maxey [21] nel seguito useremo una forma
semplificata dell’equazione (1.23), in cui trascureremo le correzioni di Faxen

e il termine di memoria. Se analizziamo 1'ordine di grandezza dei termini di
Faxen si ottiene:

che, nell’ipotesi di particella puntiforme, risulta trascurabile rispetto a

V() — u(X (1), )] ~ Wo

L’equazione semplificata che useremo eé:

my 2 = (m, —my)g — Gman [V (1) — u(X(0)1)
Du 1 d (1.24)
+my — o M V() —u(X(),1)]
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Alcune precisazioni. Auton e al. in [1] forniscono un’espressione generale
per il termine di massa aggiunta nel caso di flusso non viscoso, non stazionario

e non uniforme:
1 Du dV
_m e —
2 I\ Tat T at

che differisce dall’espressione di Maxey e Riley:
1 du dV
2"\t
du

Maxey giustifica cio spiegando che le due derivate — e o differiscono

per un termine, u - Vu, che e trascurabile nelle ipotesi di piccoli numeri di
Reynolds. Infatti:
Wo

2
§mfu -Vu = §7TCL3pf’u, -Vu ~ a3prOT

che, nelle ipotesi fatte, e trascurabile rispetto all’attrito di Stokes:
—6map [V () —u(X(t),t)] ~ 10aprWy

Infatti:
a3pr0% _ ian2
10ap;vWy 10 Lv

Per questo motivo De Lillo [13] utilizza una forma ancora piu semplice
dell’equazione (1.24), in cui sostituisce Z—;‘ con (iz_?‘ Ulteriori dettagli sono
mostrati nell’appendice A. Vedremo inoltre che Babiano, studiando il caso
di particelle neutre (8 = 1), ricorre alla formulazione del termine di massa
aggiunta fornita da Auton.

Seguono i passaggi che porteranno alla forma definitiva da noi utilizzata:

<1

(mp + 1mf> % — (my — my)g — 6map [V () — u(X(£), )]

9
0 1 0
+mf(a—u+u-Vu>’ +§mf(a—u+V~Vu)‘
t (X().t) t (X(0).1)

(1 s ) S = (o, = 1)y = B0 [V 6) — (X (0,1
+ gmf%—?(X(t),t) +my [U(X(t),t) + %V(t)] -Vu(X(t),1t)

(1.25)
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Definiamo ora (si veda [18]):

__smy _ 3my _ 3py
ﬁ:mp‘i‘%mf_zmp"‘mf_Qpp‘i‘Pf
_mytsmy d?
= 6rap  3vp

f# e un numero adimensionale, che assume valori compresi tra 0 (quando
pp > py: particelle molto pit dense del fluido, come delle gocce in un gas)
e 3 (quando py > p,: particelle molto pii leggere del fluido, come nel caso
delle bolle nei liquidi). Quando le particelle hanno la stessa densita del fluido
g =1.

Il parametro 7 ha le dimensioni di un tempo e viene detto tempo di Stokes.
Fornisce informazioni sul tempo di risposta della particella alle variazioni del
flusso u, ed e per questo un parametro che misura l'inerzia della particella,
comprensiva dell’effetto di massa aggiunta, intesa come tendenza della parti-
cella a conservare il proprio stato di moto. Si puo notare che il tempo di Sto-
kes e legato alle dimensioni della particella (raggio a) e alla densita di massa
relativa tra particella e fluido, di cui il parametro 8 contiene 'informazione.
Proviamo a calcolare il tempo di Stokes per gocce d’acqua (p, = 103kg/m?)
di diversa dimensione nell’aria (py = 1kg/m?, v = 107°m?/s). In questo
caso la quantita 3 & pari a 1073, Calcoliamo i tempi di Stokes corrispondenti
a diversi valori del raggio a della goccia:

0.1-1079)2
o se a=0.1 ym, 7 = mls ~ 1077 s;
20 -1079)2
o se a=20 um, T = mgs ~ 1072 s;
1 —-3)2
e se a=1 mm, 7= (10°7) 10 s.

_— S~
3-107%-10-3
Dopo questa breve riflessione sulle quantita 3 e 7, riprendo in considerazione

I'equazione (1.25) e la riscrivo in termini dei parametri appena introdotti:

% _(1-f)g— V() — u(X(1),1)]
ou
ot

(1.26)

+ 0 —(X(t),t) + %ﬁ u(X(t),t) + 1V(t) -Vu(X(t),1)

2
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Diffusione. Come anticipato, in alcuni casi terro conto dell’effetto della
diffusione molecolare. Cosi come viene fatto in un recente lavoro di Martins
Afonso [18], aggiungero all’equazione (5.1) un termine che tenga conto di
questo effetto:

v V() —u(X(1),1)]

—r =1 -Blg- -

5 DXW0,0) + 2 [w(X (0.0 + V)| - Vu(X (0.0 + Y n()

Dove k & il coefficiente di diffusione molecolare e n(t) rappresenta un pro-
cesso stocastico stazionario distribuito gaussianamente tale che (n(t)) =0 e

(0 ()1,(0)) = 0,,0(t)-

Forma adimensionale dell’equazione. Come gia detto prima, siano U
ed L rispettivamente una velocita caratteristica e una lunghezza caratteristica
del campo di velocita imperturbato w(X (t),t). Scelgo U ed L come nuove
unita di misura. Indichero le grandezze espresse in questo nuove unita con
degli asterischi:

X =2 t"=t— V*=

L

Riscrivo 'equazione esprimendo le grandezze coinvolte in termini di queste
nuove unita:

X U vV . L
L7 ng _gU2

avr _ L V) —us (X)) 0wt
- ~ P = 5 (XA (), 1)
+§6 u*(X*(t*),t*)+%v*(t*) V(X)) + ff*n*(t*)

Definisco i seguenti gruppi adimensionali (si veda [18]):

o il numero di Stokes, St = 7" = 75
e il numero di Péclet, Pe = ki = %;

. . = 1 _ 1 * 1

e il numero di Froude, F'r = NGH L) =g o2
Si noti che alcuni utilizzano un numero, detto parametro d’inerzia, pari al-
I'inverso del numero di Stokes (si veda ad esempio Maxey [21]). Possiamo
scrivere il numero di Stokes in termini del numero di Reynolds Res:

mp+5myU 4 ppt 5o U 1Ua®2p,+p; 1 Rey

3" 6rapjy L 3 Lv 3p; 3 B

St = =
6rap L 3
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da culi si ricava che:

R€2 = 3ﬁ8t
e la condizione
R@Q <1
implica:
1
St < — 1.27
<33 (1.27)

che rappresenta una condizione necessaria affinché sia valido il modello di
Maxey e Riley.

Riprendiamo per un momento l’esempio della goccia d’acqua nell’aria e
calcoliamone il numero di Stokes. Per far questo suppongo che la lunghezza
caratteristica del flusso sia L = 102 m — 10®> m e la velocita caratteristica sia
U = 1m/s. Ne consegue un tempo caratteristico dell’ordine di 10* s — 103 s.
Il numero di Stokes della goccia d’acqua per diversi valori del suo raggio e
quindi:

e se a=0.1 um, St ~ 1071 —1077;
e se a=20 um, St~ 107° —107%
e sca=1mm, St~10"2-10"1

In tutti e tre i casi la particella ha un tempo di Stokes inferiore al tempo
caratteristico del flusso.

Torno infine all’equazione del moto della particella e la scrivo in forma
adimensionale introducendo i parametri Stokes, Péclet e Froude:
av*  (1-=0). [V*t*) —u*(X*(t"),t)] ou*

a2 97 St 05

2 1 2
F2B (X)) + SV | Vut (X)) + ()
(1.28)
Quest’equazione mi sara utile nei prossimi capitoli e le grandezze adimensio-

nate saranno indicate omettendo gli asterischi.

(X*(%), 1)

Velocita nuda. Nel seguito di questo lavoro mi sara utile conoscere la
velocita teorica che avrebbe una particella in un fluido fermo. Per ricavar-
ne 'espressione, vediamo come diventa ’equazione del moto della particella
(1.28) nel caso in cui il fluido sia fermo (u = 0) e leffetto della diffusione sia
trascurabile:

awv  1-p. V

it~ Frr 9T st (1:29)
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Notiamo che in questa situazione le forze in gioco sono la forza di galleg-
giamento, cioe 'effetto combinato del peso e della spinta di Archimede, e
lattrito di Stokes. Per risolvere I'equazione (1.29) la scrivo nella forma:

v V(-5
dt St Fr2

g

Moltiplico entrambi i membri dell’equazione per est:

dt St Fr?
che equivale a
d o (1=0) «
—(Vest) = 5t g
alVer) = g ed
Integrando rispetto al tempo si ottiene:
¢ 1—0)St .
Vest = %@Sté +c

dove ¢ e un vettore costante che dipende dalle condizioni iniziali:

c=V(0)— (1;—7@&9?
Infine si ottiene:
vin = U0 oot
da cui si ricava che: ‘ (1—B)St.
SRV =T

Vediamo quindi che dopo una fase transitoria, della cui durata il numero di
Stokes e misura, la particella raggiunge una velocita limite, che chiameremo
velocita nuda w*:
. (1=p)St,
—7a2 9

Fr2
che corrisponde ad una situazione di equilibrio tra forza gravitazionale, spinta

w (1.30)

di Archimede e attrito di Stokes. Infatti, ponendo T 0 nell’equazione

(1.29), si ottiene esattamente V' = w*.
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Capitolo 2

Particelle inerziali in flussi
cellulari

Lo scopo di questo capitolo e descrivere il tipo di flusso in cui analizzero la
dinamica di particelle inerziali e fornire una rassegna di alcuni degli studi e
delle osservazioni che sono gia stati fatti in situazioni simili a quelle da me
trattate.

Prima di tutto, considereremo un flusso w(x,t) bidimensionale e incom-
pressibile. Sotto queste ipotesi & possibile definire una funzione ¥ (x, t), detta
funzione corrente, tale che:

"
o
=

Allora, il moto di una particella fluida o di un tracciante ! ¢ determinato
dall’equazione differenziale:

le—? = u(x,t) (2.1)
Possiamo notare che questa equazione descrive l’evoluzione di un sistema
dinamico hamiltoniano?, nel quale la funzione corrente 1) gioca il ruolo della
funzione hamiltoniana [2, 10, 14] e lo spazio delle fasi coincide con lo spazio
reale di coordinate (x,y). Dedicherd un paragrafo a parte per soffermarmi
brevemente su questa analogia.

IPer tracciante s’intende una particella abbastanza piccola da non perturbare il campo
di velocita del fluido, ma anche grande a sufficienza da non essere soggetta ad un moto
browniano [10].

2Si veda I’appendice B.
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Consideriamo ora un flusso (bidimensionale incompressibile) cellulare,
cioe spazialmente periodico. Nei prossimi paragrafi forniro una descrizione di
tale flusso, e indichero le ragioni che, gia in lavori precedenti, ne hanno deter-
minato la scelta. Partiamo dalla descrizione di un flusso cellulare stazionario,
lo stesso che Stommel descrisse in un suo articolo del 1949 [29].

2.1 Flusso cellulare stazionario

Stommel [29] considero un flusso bidimensionale avente la seguente forma:
u, = Usin(kx) cos‘(ky) (2.2)
u, = —U cos(kx) sin(ky)

E evidente che si tratta di un flusso periodico spazialmente, nel quale u, e u,
hanno lo stesso periodo spaziale A = 27 /k. Possiamo immaginare di suddivi-
dere il piano in celle quadrate di lato [ = A/2, in ognuna delle quali il fluido
ruota intorno al centro. Sulle pareti delle celle si ha la massima velocita del
fluido, mentre al centro e negli angoli si trovano i punti di stagnazione (in
cui il fluido ha velocita nulla). Se in una cella il fluido scorre in verso antio-
rario, in quella adiacente il flusso e orario. In altre parole, in ogni celletta le
linee di flusso sono uguali (linee chiuse concentriche), cambia 'orientamento
(orario,antiorario). La figura 2.1 descrive il campo di velocita in due celle
adiacenti ed e tratta da un lavoro di Maxey [21].

Stommel [29] utilizzo il campo di velocita (2.2) per descrivere flussi cel-
lulari indotti dal vento nei laghi e negli oceani, o flussi cellulari indotti ter-
micamente come le cellule convettive alla Rayleigh-Bénard. Nel primo caso
si tratta delle cosiddette celle di Langmuir, dal nome di colui che le osservo
e descrisse in [16]. Nel 1927 Irving Langmuir, durante una traversata in volo
dell’Atlantico da New York verso I'Inghilterra, noto grandi quantita di alghe
galleggianti, la maggior parte delle quali erano disposte lungo strisce, larghe
2-6 metri, parallele alla direzione del vento. La distanza tra queste linee era
di 100-200 metri e la loro lunghezza spesso di 500 m. A queste strisce se ne
alternavano altre piu piccole nelle quali le alghe erano disposte quasi in linea
retta. Langmuir, per illustrare questo fenomeno, spiego che 1’azione del vento
determinava vortici elicoidali nell’acqua, alternativamente orari e antiorari,
intorno ad assi orizzontali paralleli alla direzione del vento. Stommel, nel
suo modello, trascuro il moto dell’acqua nella direzione del vento e si limito
a considerare una sezione trasversale delle celle di Langmuir.

Abbiamo detto che il modello di Stommel puo rappresentare anche cellule
convettive alla Rayleigh-Bénard. Si puo trovare una descrizione di questo
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Figura 2.1: Figura tratta da [21] in cui si mostra il flusso in due celle adia-
centi. In quella di sinistra si vede l'intensita e 'orientamento del flusso in
determinati punti, in quella di destra sono rappresentate le linee di flusso.

yA

21

Figura 2.2: Orientamento del flusso cellulare scelto in quattro celle adiacenti.
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fenomeno in [14]: si verifica quando uno strato di fluido e riscaldato dal
basso in modo che il livello inferiore di questo strato sia mantenuto ad una
temperatura piu alta rispetto al livello superiore e che le due temperature
siano mantenute fisse. 3 Se la differenza di temperatura AT non & troppo
elevata, il fluido rimane fermo. Il calore viene trasferito dal basso verso
I’alto per conduzione termica. Se AT e sufficientemente elevata, la forza
di galleggiamento diventa piu forte di quella originata dalla viscosita del
fluido e si sviluppano dei moti convettivi stazionari. In questo caso il calore
viene trasferito dal basso verso l’alto per effetto di questi moti convettivi.
Con un ulteriore aumento di AT i moti convettivi assumono un assetto non
stazionario sino a divenire caotici.

Torniamo adesso al flusso (2.2) considerato da Stommel. Si puo descrivere
tale flusso in termini di 1 (lato della cella):

Uy = Usin (%) cos (%)
u, = —U cos (%) sin (%)

Si tratta di un campo di velocita a divergenza nulla, quindi adatto a descri-
vere il moto di un fluido incompressibile; si puo allora definire una funzione
corrente dalla quale ricavare il flusso:

Y(z,y) = Ulsin (%) sin (%)

Lungo ogni linea di flusso la funzione v ¢ costante. Dato che il flusso ¢
stazionario, le traiettorie delle particelle coincidono con le linee di flusso,
ragion per cui tali traiettorie sono regolari.

Tratteremo anche una forma piu generale di flusso cellulare, nel quale le
cellette non sono necessariamente quadrate:

{ u, = U, sin(k,x) COS'(kyy) (2.3)
uy = —U, cos(kyz) sin(k,y)
dove 2m

ky = N

Y

3Questo tipo di sistema fu studiato sperimentalmente da Bénard nel 1900, mentre Lord
Rayleigh forni una spiegazione teorica di alcuni aspetti del fenomeno nel 1916. Ecco perché
questo tipo di sistema viene ora detto cella di Rayleigh-Bénard.
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Chiameremo aspect ratio e indicheremo con L, il rapporto tra lato verticale
l, = A\, /2 e lato orizzontale [, = A, /2 della cella elementare:

o~
oul

T

Ky

S

Ly,

Dato che lavoreremo nell’ipotesi di fluido incompressibile, il campo di velocita
appena descritto dovra avere divergenza nulla:

Ouy | Ouy

=0
ox + oy
che implica la seguente condizione:
oo Us
Us: k1 N Y Ly
U, ko Ly A
Yy Lyac

Il sistema (2.3) puo quindi essere riscritto come:

k,
Ly’

k
u, = —U, cos(k,x) sin (Lx y)
yx

Uy = Y sin(k,x) cos (
Lyo
(2.4)

2.2 Flussi cellulari dipendenti dal tempo

Considereremo inoltre flussi cellulari non stazionari, ma che oscillano verti-
calmente/orizzontalmente con ampiezza delle oscillazioni B e frequenza w.
In particolare, le oscillazioni orizzontali sono adatte a decrivere instabilita
che possono verificarsi nelle celle convettive di Rayleigh-Bénard [27, 7]. Un
flusso cellulare che oscilli verticalmente e descritto da:

Uy = gy sin(k,z) cos [[]/{:x (y + Bsin(wt))}

yx yx

(2.5)

u, = —U, cos(k,x) sin {Lkw (y+ B sin(wt))}

yx

1 flusso (2.5) ha divergenza nulla e puo essere ricavato dalla funzione corrente:

W(z,y) = % sin(k,x) sin L{{;x (y+ B Sin(wt)}

T yT
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Similmente, la formula che descrive un flusso cellulare oscillante orizzontal-
mente ¢:

U

Uy = L_yyx sin [k, (z + Bsin(wt))] cos ([lf; y)

(2.6)

wy = —U, cos [(ky (2 + Bsin(wt))] sin ( ka y)

Anche in questo caso il flusso ha divergenza nulla e ammette come funzione

corrente:
ks
Ly’

Ora rendiamo adimensionali le descrizioni (2.5) e (2.6) scegliendo a tal
fine nuove unita di misura:

U(x,y) = % sin[k,(z + Bsin(wt))] sin (

T

U, come unita di misura delle velocita;

1 A l
— = — = — come unita di misura delle lunghezze.
k, 27 «

Queste due unita di misura saranno le stesse adottate per rendere adimen-
sionale ’equazione del moto di una particella immersa in un fluido. Anche
in questo caso indichero con degli asterischi le grandezze espresse nelle nuove
unita. Nel caso di oscillazioni verticali la descrizione del flusso (2.5) in forma
adimensionale e:

i r ., y* + B*sin(w*t")
uy = sin(x*) cos
Ly, Ly
_ (2.7)
. o . |y"+ B*sin(w*t")
u, = — cos(r") sin 7
yx

che puo essere ricavato dalla funzione corrente:

¥ (2%, y*) = sin(z*) sin (y* + B Sin(w*t*))

L

Analogamente, il campo di velocita (2.6) oscillante orizzontalmente descritto
in forma adimensionale e:

1 *
ul = 7 sin(x* 4+ B sin(w*t")) cos (g )

yx yr

yx

(2.8)

u, = — cos(r" + B"sin(w*t")) sin (g )
Yy

la cui funzione corrente adimensionale e:

Y (2%, y") = sin(z” + B* sin(w*t")) sin ([?,J )
yT

Nel seguito indichero le grandezze adimensionate omettendo gli asterischi.

32



2.3 Analogia tra flussi bidimensionali
incompressibili e sistemi hamiltoniani

Abbiamo visto che la dinamica di una particella fluida o di un tracciante in
un flusso bidimensionale incompressibile ¢ descritta dalle equazioni:

de Oy
dt — dy
dy O
dt oz

da cui si vede che una particella fluida puo essere vista come un sistema hamil-
toniano ad un solo grado di liberta in cui la funzione corrente 1 gioca il ruolo
della funzione hamiltoniana®. Se la funzione corrente non dipende dal tempo
la singola particella fluida si muove lungo una curva su cui ¢ e costante, cosi
come lo stato dinamico di un sistema hamiltoniano autonomo ad un grado di
liberta evolve nello spazio delle fasi lungo una curva per la quale la funzione
hamiltoniana ¢ costante (sistema hamiltoniano integrabile). Se la funzione
dipende dal tempo, ma puo essere vista come somma di una funzione corren-
te stazionaria e di una perturbazione dipendente dal tempo sufficientemente
piccola, allora possono sopravvivere regioni nello spazio in cui le particelle
fluide hanno traiettorie regolari. Al di fuori di queste regioni, pero, la dina-
mica delle particelle fluide e caotica, nonostante la descrizione euleriana del
flusso sia regolare. Quando cio si verifica si parla di caos lagrangiano (si veda
[2, 4, 10]). In [10] viene spiegato cosa s’intende per caos lagrangiano. De-
notando con u(x,t) il campo di velocita del fluido, il moto di una particella
fluida che inizialmente si trovi in &y e governato dall’equazione differenziale
(2.1). Se la soluzione di tale equazione dipende sensibilmente dalle condizio-
ni iniziali, e traiettorie inizialmente vicine divergono esponenzialmente nel
tempo, allora si parla di caos lagrangiano. L’apparente contraddizione tra la
regolarita di un flusso descritto da un punto di vista euleriano e la dinamica
caotica che le particelle fluide possono avere (approccio lagrangiano) non de-
ve sorprendere. Infatti, se w & non lineare in &, I'equazione (2.1) rappresenta
un sistema dinamico non lineare, per il quale in generale ci si puo aspettare
un comportamento caotico.

48i veda I’appendice B sui sistemi hamiltoniani.
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2.4 Dinamica di particelle con inerzia
trascurabile in un flusso cellulare
stazionario

Stommel in [29] analizza la dinamica di particelle prive di inerzia sospese in
un flusso cellulare stazionario nel quale si trascura 'effetto della diffusione.
In questo caso 'equazione del moto (1.28) diventa:

W _ (-0, WX 50,

+ §@ [u(X(t),t) + %V(t)} -Vu(X(1),1)

1— t
che in termini della velocita nuda w* = (F—@S g puo essere scritta come
r
AV [w* +u(X(t),t) — V(t)] ou
R — (X (1)t
7 & + B (X(6),1)

(2.9)

#30 [uX 0.0+ 3V (0] - Va0

Abbiamo detto che Stommel studia il caso in cui I'inerzia della particella sia
trascurabile, nel quale cioe il numero di St, parametro che quantifica tale
inerzia, tende a 0. In queste condizioni ’equazione (2.9) si riduce a:

V(t) = w +u(X(),t) (2.10)

La velocita di una particella e quindi completamente determinata dalla sua
posizione istantanea X (t). Questo permette di definire un campo di velocita
della particella

v(x,t) =u(x,t) + w

dal quale si puo quindi ricavare la velocita di una generica particella:
V(t) =v(X(t),1).

Dato che il flusso ¢ per ipotesi incompressibile (V - u = 0), per definizione
anche il campo v risulta incompressibile: V-v = 0. Possiamo percio definire
una funzione corrente dalla quale si puo ricavare il campo di velocita v(x, t):

p=1—w'r (2.11)

dove ¥ e la funzione corrente relativa al flusso u. Analogamente a quanto
accade alle particelle fluide in un flusso incompressibile, anche le traiettorie
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delle particelle sospese nel fluido coincidono con le curve lungo le quali la
funzione ¢ e costante.

Stommel osserva che in determinate condizioni le particelle possono resta-
re sospese. Se w* = 0 tutte le particelle rimangono sospese, pil precisamente
percorrono delle traiettorie chiuse intorno ai punti di equilibrio stabile rela-
tivi al flusso (si veda [20]). Se 0 < |w*| < 1 una frazione di particelle rimane
sospesa. Al crescere di |w*| la percentuale di particelle sospese diminuisce,
mentre aumenta la velocita di caduta media delle particelle. Stommel mostra
anche come 'estensione della regione di intrappolamento si riduca al crescere
di |w*|. Per |w*| > 1 (significa che la velocita nuda supera la velocita mas-
sima del fluido), tutte le particelle cadono. Gli stessi ragionamenti possono
essere trasportati al caso di particelle piu leggere del fluido.

Maxey e Corrsin [20] notano come, in assenza di inerzia, non ci sia un
fenomeno di accumulo delle particelle in zone preferenziali. E interessante no-
tare come Maxey e Corrsin ragionano su questo effetto. Sia N(x,t) il campo
che descrive la densita di particelle (numero di particelle per unita di volu-
me). Come per le particelle fluide, la formulazione locale della conservazione
delle particelle in un volume qualsiasi dello spazio e espressa da:

ON
E—FV'(UN)—O

Supponiamo che la distribuzione iniziale delle particelle sia uniforme, N =
Ny. La derivata temporale di N lungo la traiettoria di una particella e:

dN  ON

E—W—FV@)-VN—
- aa_ztv +u(X(t),1) - VN = (2.12)
=—-NV.-v=0

Si vede quindi che la densita di particelle N e costante lungo la traietto-
ria di ogni particella. Quindi, se N ¢ inizialmente uniforme, restera uni-
forme nell’intorno di ogni particella, per cui le particelle non tendono ad
accumularsi.

Nei prossimi paragrafi vedremo alcune delle osservazioni che sono state
fatte sulla dinamica di particelle sospese in un flusso cellulare quando I'inerzia
non sia piu trascurabile. Partiremo dal caso di flusso stazionario.
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2.5 Effetti dell’inerzia sulla dinamica di
particelle in un flusso cellulare
stazionario

In [21] Maxey studia la dinamica di particelle inerziali in funzione di 3. Percio
egli classifica le particelle in base al rapporto tra la loro densita e quella del
fluido®, e cosi facendo distingue i seguenti casi:

intervallo delle particelle pesanti, nel quale p, > 2p; (0 < 8 < 0.6);
limite delle bolle, in cui py > p,, ovvero 8 = 3;
intervallo di transizione, nel quale 0.6 < g < 3.

Maxey studia la dinamica delle particelle in queste tre differenti situazioni,
restando inizialmente nell’ipotesi di una debole inerzia [21]. Vediamo adesso
quali sono state le sue osservazioni e quelle di altri per ciascuno dei tre casi.
Una precisazione: a differenza di Maxey, considerero 1’asse verticale orientato
verso l'alto.

2.5.1 Particelle pesanti

In questo intervallo Maxey [21] effettua simulazioni lagrangiane nelle quali
fissa i seguenti parametri: la velocita nuda w*, il parametro d’inerzia A =
1/S5t, la densita relativa tra particelle e fluido espressa tramite R = %6.

Maxey osserva che in presenza di inerzia le particelle pesanti non riman-
gono sospese fornendone una spiegazione qualitativa e una teorica per mezzo
di un’analisi di stabilita lineare dei punti di equilibrio. Da un punto di vista
qualitativo, se le particelle sono molto pesanti i termini che dominano nel-
I’equazione del moto della particella sono la sua inerzia, la gravita e I'attrito
di Stokes. Sono trascurabili I'effetto di massa aggiunta e 1’accelerazione del
fluido, forze che si oppongono all’inerzia della particella. Teoricamente Ma-
xey mostra che i punti di equilibrio per le particelle pesanti sono instabili, e
quindi le particelle non possono restare sospese.

Nelle simulazioni viene notata frequentemente® la tendenza delle particelle
pesanti ad accumularsi lungo curve isolate e spazialmente periodiche che
possono essere identificate con la traiettoria di una singola particella. Cio

®Maxey, per descrivere il rapporto tra la densita delle particelle e quella del fluido usa
un parametro, R, che ¢ proporzionale a : R = %B

6Salvo eccezioni, come ad esempio una simulazione fatta fissando |w*| = 2, St = 0.5, 8 =
0.6, nella quale Maxey non nota alcun fenomeno di accumulo delle particelle.
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non accade in assenza d’inerzia, nel qual caso le traiettorie delle particelle
non si sovrappongono. Per una trattazione teorica che spieghi l'esistenza di
traiettorie periodiche che attraggono particelle molto pesanti (3 = 0) in un
flusso cellulare stazionario si veda [25]. Un paragrafo a parte sara dedicato
a questo fenomeno di concentrazione preferenziale.

Maxey analizza inoltre la dipendenza della velocita media di caduta w
dalla velocita nuda w* per diversi 3, in particolare 5 = 0,0.6. Se |w*| & pic-
colo, le particelle cadono piu velocemente che in un fluido fermo. Man mano
che |w*| si avvicina a 1, inizia una riduzione della velocita, che e significativa
in un intorno di |w*| = 1. Per |w*| molto piu grande di 1 la velocita media di
caduta tende alla velocita nuda. Queste osservazioni vengono fatte avendo
fissato St = 0.5.

In un lavoro di Wang a al. [5] si osserva, per numeri di Stokes pii grandi,
I'insorgere di traiettorie caotiche di particelle pesanti (0 < < 0.6) in un
flusso cellulare stazionario in cui venga trascurato l'effetto della gravita.Viene
individuata la condizione per la quale si verifica una dinamica caotica delle
particelle:

;ﬁSt >1 (2.13)

Si osserva in particolare che, nel caso limite § = 0, il moto delle particelle ¢
sempre periodico.

2.5.2 Limite delle bolle

Maxey in [21] osserva come particelle molto pit leggere del fluido rimangano
sospese in punti di equilibrio oppure si accumulino lungo curve che passano
vicino al centro delle celle, laddove il fluido sale. La percentuale di particelle
che rimangono sospese e la velocita di risalita media dipendono dalla velocita
nuda di risalita fissata. Per w* < 0.4 circa, tutte le particelle rimangono
sospese. Poi, man mano che w* aumenta, si riduce la frazione di particelle
sospese e aumenta la velocita media di risalita. Queste osservazioni vengono
fatte per St = 0.1. Da un punto di vista teorico, I'analisi di stabilita lineare
mostra che esistono punti di equilibrio stabile all’interno delle celle.

2.5.3 Intervallo di transizione

In questo intervallo, nel quale 0.6 < § < 3, Maxey ritiene opportuno usare dei
parametri differenti. Egli fissa le caratteristiche del flusso (velocita massima
Uy, geometria), le proprieta del fluido (densita, viscosita) e le dimensioni della
particella (raggio a). Cio che viene fatto variare ¢ la massa della particella
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m,. La velocita nuda w* e il numero di Stokes vengono sostituiti da due
nuovi parametri:

Q= 9 , € la velocita nuda di una bolla (m, = 0) di raggio a;
6maply

~ 6rapl | .. . . : :

B = I'inverso del numero di Stokes di una bolla di raggio a.

(1/2)ymUy

La velocita nuda w* e il numero di Stokes possono essere espressi in termini
di e di B come:

w* = g(%_1>@

3
BB

Maxey mostra i risultati di alcune simulazioni lagrangiane effettuate fissando
B =10,Q = 1.25 e facendo variare §. Per § = 1.5 (St = 0.2,w* = —0.625)
alcune particelle rimangono sospese in punti di equilibrio, mentre altre con-
tinuano a salire lungo curve isolate. Per § = 1.05 (St = 0.29, w* = —0.09)
tutte le particelle rimangono sospese. Per = 0.96 (St = 0.31, w* = +0.08)
tutte le particelle cadono. In corrispondenza di § = 1 si osserva quindi una
transizione:

St

e se # > 1 le particelle hanno un comportamento simile a quello delle
bolle (continuano a salire accumulandosi lungo curve isolate che passa-
no vicino al centro delle celle, oppure rimangono intrappolate in punti
di equilibrio stabile).

e se 3 < 1 le particelle si comportano in modo simile a quelle pesanti (non
avviene sospensione, infatti non esistono punti di equilibrio stabile, e
le particelle si accumulano lungo curve ben definite che passano in
prossimita delle pareti delle celle dove il flusso ¢ discendente).

Babiano e al. in [2] analizzano il caso particolare di particelle neutre,
ovvero per le quali sia § =1 (p, = py). E interessante notare che queste par-
ticelle non si comportano esattamente come dei traccianti. Babiano esamina
sia il caso di flusso cellulare stazionario, sia quello di un flusso cellulare di-
pendente dal tempo. Come gia accennato nel primo capitolo, Babiano parte
da un’equazione del moto per la particella che differisce da quella di Maxey
(1.28) per il termine di massa aggiunta. L’equazione che ne deriva per § = 1
e

T~ x-S g

V() — w(X(1),1)] 1[dd‘; 1;1;] (2.14)



Egli introduce il parametro:

Q(z,y) = (s(x,y)* — w(z,y)*) /4 (2.15)

dove s ¢ il modulo della velocita di deformazione del fluido nel punto (x,y),
mentre w rappresenta la vorticita del fluido, cioe la velocita angolare delle
particelle fluide nel punto (x,y). Se Q(x,y) > 0 significa che in (x,y) domina
la velocita di deformazione, altrimenti, se Q(z,y) < 0 domina la vorticita.
Partendo dall’equazione (2.14) Babiano mostra che particelle neutre immerse
nel fluido vengono respinte dalle regioni in cui

4
ZS¢72
Q>95

comportandosi quindi in modo differente da un tracciante. D’altra parte, le
particelle neutre vengono attratte dalle regioni ad alta vorticita in cui

4
—Gt2
Q< 5

Se il flusso e cellulare stazionario le regioni ad alta vorticita corrispondono
alla zona centrale di ogni cella, mentre le regioni in cui domina la velocita
di deformazione corrispondono alle pareti e agli angoli delle celle. Nel caso
stazionario si osserva come una particella neutra, dopo una fase transitoria
in cui puo spostarsi da una cella all’altra (perché attraversa regioni da cui
e respinta), alla fine vada ad adagiarsi su una linea di flusso in una zona
ad alta vorticita (i parametri fissati sono la massima velocita del fluido, il
numero d’onda k=1 e il numero di Stokes St=0.2). Se il flusso oscilla oriz-
zontalmente, le regioni in cui permane una dinamica regolare delle particelle
fluide sono anche le regioni che attraggono le particelle neutre. Al di fuori
di queste isole regolari il fluido ha una dinamica caotica (caos lagrangiano).
Le regioni caotiche del fluido corrispondono alle zone che respingono le par-
ticelle neutre. Le particelle neutre, sebbene non si comportino esattamente
come dei traccianti, possono fornire un utile sistema per individuare in quali
regioni dello spazio delle fasi un generico sistema hamiltoniano caotico puo
presentare una dinamica regolare.

L’intervallo di transizione viene successivamente ripreso in esame da Mar-
chioli, Fantoni e Soldati in [17]. Piu precisamente, vengono considerate par-
ticelle piu leggere del fluido (p, < pf), ma la cui inerzia, per effetto del-
la massa aggiunta, sia maggiore rispetto a quella di una particella fluida
(pp + %pf > py). Viene quindi osservato l'intervallo in cui 1/2 < p,/py < 1,
ovvero 1 < 3 < 1.5. Si mostrano i risultati di alcune simulazigni lagrangiane

nelle quali vengono fissati i seguenti parametri: B = 107, Q = 1.25. Per
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( = 1.5 alcune particelle rimangono intrappolate, altre si muovono su traiet-
torie simili, ma distinte. Man mano che (3 si avvicina a 1 (§ = 1.053,1.007)
le particelle che rimangono sospese si riducono fino a sparire e le loro traiet-
torie si schiacciano sulle pareti verticali, ma sembra che rimangano ancora
distinte. L’assenza in questi casi di un fenomeno di concentrazione prefern-
ziale, come gia fatto notare in un’altra situazione da Maxey, potrebbe essere
legata all’effetto di massa aggiunta, che per questi valori di § diventerebbe
piu importante. Viene fatta inoltre un’analisi della velocita di risalita media
(media su un campione dell’ordine di 10* particelle) in funzione di p,/p;. Si
osserva che:

e per 0.5 < p,/py < 0.675 (1.277 < § < 1.5) w diminuisce e tende a 0;

e per 0.675 < p,/py < 0.975 (1.017 < B < 1.277) w assume valori vicini
allo 0;

e nello stretto intervallo 0.975 < p,/py < 1, quindi per particelle di
poco piu leggere del fluido (1 < § < 1.277), si osserva un picco in
corrispondenza di p,/py = 0.995(8 = 1.003), nel quale la velocita
media di risalita ¢ maggiore della velocita nuda.

2.5.4 Concentrazione preferenziale

Vediamo come Maxey [21] analizza il fenomeno di concentrazione preferen-
ziale nel caso di debole inerzia.

L’equazione del moto della particella in un flusso cellulare stazionario vie-
ne approssimata per piccoli valori di St fino al primo ordine in St. Mettendo
in evidenza la velocita della particella V' si ottiene:

V(t) =u(x(t),t) + w— St {%—?(m(t), t) + [u(x(t), t) + w] - Vu(x(t), t)} +

+ 3t [u(m(t), P+ é w] Vula(t), 1)

= u(x(t),t) + w + St %—?(w(t), t)+

+ St [(ﬁ — Dulz(t),t) + <%ﬂ - 1) w] Vu(z(t), t)

(2.16)
Come gia era accaduto nel caso di inerzia trascurabile, osserviamo che la
velocita della particella € completamente determinata dalla sua posizione
istantanea. Si puo quindi definire un campo di velocita della particella v(x, t)
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tale che:
V(t) =v(X(t),1)

Dall’equazione (2.16) discende allora la seguente espressione che descrive
v(x,t):

v(x,t) = u(x,t) + w + St %—?(w,t)—ir
1
+ St | (6 — Du(x,t) + (55 - 1) w} -Vu(x,t)

Calcoliamo ora la divergenza di questo campo:

V-o=5t(—-1)V-[u-Vu|(x,t)+ St (%6—1)V-[w-Vu(w,t)} =

= 59 - Do) .0 + 5t (30~ 1) Do) =
= St (6 — 1) [0u;0;u; + u;0;(V - u)] (x, 1)+
g (%5 _ 1) 00,05u; +w,0,(V - w)] =
= St (6 —1)(0;u;0;u;)
Per ottenere delle informazioni utili da V - v notiamo che:

1 1
(azu]a]uz) = Z—l((“)zuj + ajui)2 — Z(&uy — 8jui)2 = Q

dove Q ¢ il parametro descritto in (2.15) e utilizzato da Babiano. Otteniamo
quindi:

V-v=5t(-1)Q
Particelle piu pesanti del fluido (8 < 1) tenderebbero quindi a concentrarsi in
zone ad elevata velocita di deformazione o bassa vorticita (@) > 0). Particelle
piu leggere del fluido (5 > 1) tenderebbero invece a concentrarsi in zone in
cui domina la vorticita (@) < 0).

2.6 Dinamica di particelle inerziali in un flus-
so cellulare dipendente dal tempo

Abbiamo gia visto come Babiano abbia studiato il caso § = 1 in un flusso
cellulare, stazionario o dipendente dal tempo.
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Martins Afonso [18] svolge uno studio sulla dinamica di particelle inerziali
valido per un flusso generico, che puo essere stazionario o variabile nel tempo.
Egli parte da un punto di vista lagrangiano per arrivare ad uno studio ana-
litico di tipo euleriano. Piu precisamente, il punto di partenza e 1’equazione
del moto di una particella sferica rigida in un flusso assegnato, sotto 'effetto
della gravita e della diffusione. Si tratta di un’equazione differenziale del
secondo ordine nell’incognita X (¢). Introducendo un nuovo campo, la cove-
locita V =V — Bu(X(t),t), 'equazione del moto per la particella puo essere
trasformata in due equazioni differenziali del primo ordine. Viene inoltre in-
trodotta la funzione p(x,v,t) che rappresenta la probabilita di trovare una
particella in un punto @ con covelocita v nell’istante t. La funzione p soddisfa
un’equazione che ¢ detta equazione di Fokker-Planck (per approfondimenti
su questo argomento si veda [24]) e che si ottiene dalle equazioni del moto
della particella. Partendo dall’equazione di Fokker-Planck e sviluppando la
funzione p in serie di potenze del numero di Stokes (per i dettagli si veda
[18]) Martins Afonso ricava una successione di equazioni differenziali da cui
si possono ottenere utili informazioni sulla dinamica delle particelle inerzia-
li, ad esempio sulla velocita media teorica w e sulla variazione di velocita
Aw = w — w* rispetto al caso di fluido fermo. Egli ottiene un’espressione
esatta di Aw al secondo ordine in St (nel suo lavoro I’asse verticale € orientato
verso il basso):

Aw = [(1 — B)St/Fr]?AW + O(St?) (2.17)

dove AW & una funzione che dipende da Peclet e dalle proprieta del flusso
(es: ampiezza delle oscillazioni, frequenza, aspect ratio). Da (2.17) vengono
ricavate le seguenti osservazioni:

e Se ci fermiamo al secondo ordine in St, Aw & proporzionale a Fr=2, e
cioe all’accelerazione di gravita g, esattamente come la velocita nuda
w*. Non ¢ detto che cio continui a valere per ordini superiori in Stokes.

e Aw @& proporzionale a (1 — ()% significa che se il flusso determina
un aumento nella velocita di caduta di particelle pesanti (5 < 1), il
medesimo flusso determinera una riduzione nella velocita di risalita
delle particelle leggere (8 > 1).

Inoltre Martins Afonso effettua delle simulazioni lagrangiane nel caso di
particelle molto pesanti (4 = 0) immerse in un flusso cellulare con aspect ratio
L,, = 1 stazionario (w = 0) oppure oscillante verticalmente con frequenza
w = 0.6 e ampiezza B = 2 (gli altri parametri fissati sono Pe =5 e Fr = 1).
Da queste simulazioni egli ricava la dipendenza di Aw dal numero di Stokes.
Viene quindi riscontrato un accordo, per piccoli numeri di Stokes, con la
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previsione teorica, fatta attraverso la risoluzione numerica delle equazioni
differenziali ottenute nel caso specifico del flusso cellulare considerato.
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Capitolo 3

Ricerca di attrattori per
particelle sospese in un flusso
cellulare

In questo capitolo ripercorrerd alcuni passaggi seguiti da Maxey [21] per
trovare i punti di equilibrio stabile per una particella inerziale immersa in
un flusso cellulare stazionario. Come gia accennato nel capitolo precedente,
I'obiettivo di Maxey era dare una spiegazione teorica del perché le particelle
pesanti, a differenza di quelle leggere, non potessero restare sospese. Il suo
lavoro sara per me il punto di partenza per individuare il significato dinamico
che i punti di equilibrio stabile, relativi al caso stazionario, assumono in un
flusso cellulare oscillante con ampiezza B piccola. Cio mi permettera di
spiegare quanto osservato in alcune delle simulazioni che verranno descritte
nei prossimi capitoli. Per cominciare, partiro da una riflessione che mi aiutera
a comprendere |'esistenza di regioni, nello spazio degli stati della particella,
su cui la particella, dopo un certo intervallo di tempo, va a cadere. Procedero
in modo simile a quanto fatto in altri lavori (si vedano ad esempio [2, 3, 13]).

3.1 Sistemi dissipativi e attrattori

Per comodita riscriviamo le equazioni che descrivono 1’evoluzione di una par-
ticella sferica rigida immersa in un flusso assegnato nel quale si tenga conto
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dell’effetto della gravita e si trascuri la diffusione:

( % v
AV du [w* +u(X(t),t) — V(1)
W 5 a0 + © . @
=2 (X (0).0) = V(0] - Vu(X (0.1

\

Per scrivere queste due equazioni in un modo piu semplice, introduciamo
una nuova variabile, A = V — u(X(t),t) (velocita relativa della particella
rispetto al fluido), e otteniamo:

X A u(X(0)0)
jﬁl Ao (3.2)
E = (ﬁ — 1)5 - § + gﬁA ’ VU(X(t)vt)

Questo sistema di equazioni descrive ’evoluzione di un sistema dinamico non
autonomo' in uno spazio degli stati di coordinate (z,y, A, A,). Un modo
ancora piu sintetico di descrivere questo sistema é:

dg
— =F 3.3
= F() (33)
dove € = (z,y, Az, Ay).

Si puo mostrare in generale che la variazione temporale relativa di un piccolo
volume V' nello spazio degli stati ¢ esprimibile come (si vedano [14],[15]):

v _on
Vdt 04

=V¢ F (3.4)

Se questa quantita ¢ negativa, significa che un volume V di condizioni iniziali
evolvera in un volume piu piccolo. In tal caso il sistema viene detto dissi-
pativo. Cio significa che, dopo una fase transitoria, traiettorie distinte che
hanno origine in V andranno a posarsi su una stessa regione di dimensione
inferiore a quella dello spazio degli stati. Questa regione puo consistere in
un punto, in una curva o in una superficie e viene detta attrattore. Un siste-
ma dissipativo puo avere uno o pil attrattori?. Torniamo adesso alla nostra

1Significa che dipende dal tempo anche in modo esplicito.
2T concetti di sistema dissipativo e di attrattore sono illustrati, ad esempio, in [14].
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particella e mostriamo che si tratta di un sistema dissipativo:

O 1A, (t), (), )] + -2 (A + uy at), (), £)] +

Ve =5, Oy
+ai 5= D% 0. 4(0).) — 5 + 394 (Fusle(0) (01,0 +
F o | DGO, — 5 + A (Tuy(al0)u(th0)| =
i Y):

2 2
(3.5)

Dato che stiamo lavorando nell’ipotesi di fluido incompressibile (V4 -u = 0),
I'espressione ottenuta per V¢ - F' si semplifica ulteriormente e diventa:

2
Ve F=—— <0
¢ St
da cui si vede che la particella inerziale rappresenta un sistema dissipativo.
Si puo notare anche come il numero di Stokes sia misura del tempo impiegato

dalla particella ad adagiarsi su un attrattore.

3.2 Ricerca dei punti fissi in un flusso cellu-
lare stazionario

Consideriamo inizialmente un flusso cellulare stazionario, per cui le equazioni
(3.1) che descrivono il moto di una particella inerziale si riducono a:

dX
— () =V()

av . 2 1 [
S50 = 26 |w(X (1) + 5V ()| - Vu(X (1) +

w* +u(X(t)) — V()]
St

Imponendo su questo sistema le condizioni che devono essere verificate in un
punto fisso:

dX

(=0
av
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si ottiene 1’equazione

2

g5Stu(X(t)) Vu(X (1) +w +u(X(t) =0
equivalente al sistema di equazioni scalari:

sin(zo)[cos(yo) + M cos(zo)] = 0
{ [cos(zg) — M cos(yo)] sin(yg) — w* =0 (3.6)

dove M = (2/3)3St. Nei prossimi paragrafi calcolero le coordinate dei punti
fissi distinguendo i punti collocati sulle pareti verticali da quelli interni alle
celle.

3.2.1 Punti fissi sulle pareti verticali

Data la periodicita del flusso, mi limitero a cercare la coordinata 1o del punto
fisso (xo,yo) tale che g =0 e 0 < yp < 27 (cioe in due celle adiacenti). In
questo caso la prima equazione del sistema (3.6) risulta verificata (sin(zg) =
0) e la seconda equazione diventa:

[1 — M cos(yp)] sin(yp) —w* =0 (3.7)

Nella figura 3.1 e rappresentata la risoluzione grafica di questa equazione nel
caso in cui f = 1.5 e St = 0.05 al variare della velocita nuda w*, ovvero di
Froude. La soluzione ¢ data dai valori di y tali che la funzione g(y) = [1 —
M cos(y)] sin(y) —w* si annulli. Possiamo identificare la retta f(y) = 0 con la
parete verticale identificata da z =0 e 0 < y < 2m. Se w* e troppo elevata,
non esistono punti di equilibrio sulle pareti verticali. Per w* sufficientemente
piccola i punti fissi si trovano sulla parete in cui il flusso e discendente. Man
mano che w* diminuisce e tende a zero, i punti di equilibrio si spostano verso
zone in cui la velocita del flusso e via via minore, fino a coincidere con i
punti di stagnazione agli angoli delle celle. Nell’altra figura 3.2 si vede cosa
succede variando (8 e avendo fissato F'r = 0.4, St = 0.05. Se le particelle
sono leggere (8 = 3) 1 punti fissi si trovano, come ¢ intuitivo, su una parete
in cui il flusso ¢ discendente. Se le particelle sono neutre (5 = 1) i punti fissi
coincidono con gli angoli delle celle (punti di stagnazione). Se le particelle
sono pesanti (8 = 0), allora i punti di equilibrio sono su una parete in cui il
flusso e ascendente.

In particolare, se M = 0, significa che le particelle sono molto pesanti
(8 = 0) oppure la loro inerzia & trascurabile (St = 0). In tal caso :

{ zo =10 ) (3.8)

sin(yp) = w
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2.4

0 VYo Yoo =@ 21

Figura 3.1: Coordinata y dei punti di equilibrio (yo; € yo2 in riferimento al
caso F'r = 0.2) su una parete verticale di due celle adiacenti al variare di
Froude nel caso in cui § = 1.5, St = 0.05. Le frecce indicano il verso di
percorrenza del flusso lungo la parete (identificata da x = 0).

1-7 T T
> o0 \ .
(@]
-1.7
0 Yo1 Yoo = 21t

Figura 3.2: Coordinata y dei punti di equilibrio (yo; e yoo in riferimento al
caso 3 = 3) su una parete verticale di due celle adiacenti al variare di  nel

caso in cui Fr = 0.4, St = 0.05. Le frecce indicano il verso di percorrenza
del flusso lungo la parete (identificata da z = 0).
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da cui:
o = 0

T .
Yo =7 + arcsin(w™)

3.2.2 Punti fissi interni

Cerchiamo ora le altre soluzioni delle equazioni (3.6) all’interno delle celle.
Partiamo quindi dal presupposto che sia sin(zg) # 0. Il sistema (3.6) si
riduce a:

cos(yo) + M cos(zg) = 0
[cos(xg) — M cos(yp)] sin(yp) —w* =0

Data la periodicita del flusso, in questo caso mi limitero a cercare le soluzioni
all’interno di una sola cella (0 < zg < m, 0 < yo < 7). Distinguiamo i casi
M=0eM#0:

e Se M =0:
cos(yp) = 0 = sin(yp) =1
cos(xp) —w* =
da cui:
T
Yo = 5
xo = arccos(w”)
e Se M #0:
cos(wg) = _CO?\S/O)
1 . %
- (M + M) cos(1p) sin(yg) — w* =0
da cui si ottiene:
(x0) 4
cos(zg) = —
" sin(w)(1 4 A8) (3.10)
in(2y0) = 2Mw* '
sin(240) =~

Vedremo che solo le particelle leggere ammettono punti di equilibrio stabile.
Partendo dalle equazioni (3.10) calcolero i punti fissi in questo caso partico-
lare. Cio mi sara utile nel seguito. Ricordiamoci che sto considerando I’asse

verticale orientato verso l'alto, al contrario di quanto accade nell’articolo di
Maxey [21])
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Particelle piu leggere del fluido: in questo caso 1 < 3 < 3 e la velo-
cita nuda w* e positiva. Quindi, in base alla seconda equazione di (3.10),
sin(2yg) < 0. Come gia detto, cercheremo g, tale che 0 < yo < 7, percio
0 < 2y < 27. Mostriamo che la soluzione (z, o) da noi cercata € tale che
0<zg<m/2:

sin(2yg) < 0=7m < 2y < 27r:>g<yo<7r=>

= sin(yy) > 0 = cos(zg) > 0=0< xy < i

2
Partendo dalla seconda equazione di (3.10) calcoliamo la coordinata yq:
) 2Mw
27 + arcsin (—1 n ]\/[2) se §7r < 2yp < 2m
2yo = oM
w

3
e se7r<2y0§§7r

T — arcsin (—

da cul deriva:

1 _ 2Mw* 3
7T+§arcs1n <_1+M2> se ngyo <
O I AV 7 3 (8:11)
5 ~ 5 aresin (——1 +M2> se 5 <y < i

In corrispondenza di ogni valore ottenuto per g si puo ricavare x, utilizzando
la prima equazione di (3.10):

*

T( = arccos Lin(yo)zul n MQ)} (O <xy < g) (3.12)

Quindi in ogni cella esistono al pitt 2 punti di equilibrio. Sia (xg,7p) un punto
fisso. Per ragioni di simmetria del flusso u, ottengo in modo semplice gli altri
punti fissi nella regione in cui 0 < z <27, 0 <y < 27

—_

- (20, 0)

2. (2m — x0,Y0)

3. (m+ xo,2m — yo)
4. (m—x0,2m™ — o)

Dato che il flusso u ¢ spazialmente periodico, con periodo 27 lungo le direzioni
x e y, partendo dai punti 1,2,3 e 4 si possono ricavare tutti gli altri punti di
equilibrio. Nella figura 3.3 sono indicati i punti di equilibrio in quattro celle
adiacenti nel caso g = 3, St =0.05, F'r = 1:
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21 > . -

1 x
3 x
A A
\
T - > -
A
y y
O . _—
0 T 27

Figura 3.3: Punti fissi in quattro celle adiacenti nel caso g = 3, St = 0.05,
Fr = 1. Le frecce indicano il verso del flusso sulle pareti che separano le celle.
L’asse x € orizzontale, I'asse y ¢ verticale.

1. (xo,y0) = (1.47,1.58)

2. (21 — x0,90) = (4.81,1.58)

3. (1 + 20, 27 — yo) = (4.61,4.70)
4. (m— xo, 21 — yo) = (1.67,4.70)

3.3 Analisi di stabilita lineare dei punti fissi

Nell’appendice C sono illustrati i passaggi per ricavare l’equazione con cui
Maxey [21] verifica la stabilita lineare dei punti di equilibrio. L’equazione
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che egli ottiene e:
1 2
St2A 4+ 25N + { {1 - §ﬁz&tQ(D2 - 02)} — 555#1«7} N+
2 2 2 2 2 2 2
+ 1 §PSECE = SBStE + S3St(D? — C%) b A+ (3.13)
4 2
+ §ﬁ25t2G +3ASICF + (D*—C?) =0

dove

Risolvendo numericamente ’equazione (3.13) Maxey mostra che i punti fissi
sulle pareti verticali sono in generale instabili e che non esistono punti di
equilibrio stabile nell'intervallo delle particelle pesanti (0 < 5 < 0.6). Nel-
I'intervallo 0.6 < # < 3, invece, i punti di equilibrio stabile (interni alle celle)
esistono soltanto in un intervallo limitato di w*: w* < w}, dove w} dipende
dai valori fissati di 5 e St (si veda [21]).

In alcune delle simulazioni che analizzeremo nel capitolo 5 vedremo che
i punti di equilibrio stabile, relativi ad un flusso stazionario, assumono un
significato dinamico: infatti, intorno a questi punti, per determinati valori dei
parametri 3, St, Fr, w e B, possono generarsi traiettorie chiuse e periodiche.
Nel prossimo paragrafo cerchero di fornire un criterio per verificare 1’esistenza
di queste traiettorie e determinarne la dipendenza temporale.

3.4 Significato dinamico dei punti fissi in un
flusso cellulare oscillante
Consideriamo adesso un flusso cellulare che oscilli verticalmente, nel caso

semplice in cui l'aspect ratio sia Ly, = 1:

{“w = sin(z) cos [y + Bsin(wt)] (3.14)

u, = —cos(z) sin [y + B sin(wt)]

Non mi risulta che tale caso sia stato sino ad ora considerato in letteratu-
ra. Le simulazioni effettuate per particelle leggere in un flusso che oscilli
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verticalmente con un’ampiezza B non troppo elevata, mostrano in alcuni ca-
si® lesistenza di traiettorie chiuse e periodiche attorno ai punti di equilibrio
relativi al caso stazionario. L’analisi delle simulazioni suggerisce che la par-
ticella, dopo una fase transitoria, si adagia su una traiettoria che ha la stessa
periodicita del flusso. Supponiamo quindi che tale traiettoria sia esprimibile
come combinazione lineare di cos(wt) e sin(wt) :

x(t) = xo + a, B cos(wt) + b, B sin(wt) (3.15)
y(t) = yo + ay B cos(wt) + b, B sin(wt) '
dove (xg, yo) € un punto di equilibrio nel caso di flusso stazionario. Notiamo
che man mano che B diminuisce e tende a 0, la traiettoria descritta in (3.15)
va a collassare nel punto (zg,yo). Inseriamo quindi le equazioni (3.14) che
descrivono il flusso e l'ipotetica traiettoria asintotica (3.15) nell’equazione
del moto della particella:

d>X
dt?

St—= = ﬁStd—u(X(t), £) +w* +u(X(8),t) — V()+
dt (3.16)

F2aStu(X(),0) - V(D] Va(X (1)1

Nell’ipotesi che 'ampiezza delle oscillazioni B sia piccola, ogni termine di
(3.16) non lineare in B puo essere approssimato nell'intorno di B = 0 con il
corrispondente sviluppo in serie di Taylor fino all’ordine 2. Cosi facendo ho
ottenuto:

( fi(ag, by, ay, by)B cos(wt) + fo(as, by, ay, by) B sin(wt)+
2
— sin(xo) [cos(yo) + gﬁSt cos(xo)] =0

3.17
fs(ag, by, ay, by) B cos(wt) + fa(ag, by, ay, by) B sin(wt)+ (3:17)

\

+sin(yo) {cos(a:o) - gﬁSt cos(yo)] —w" =0

3Nei prossimi capitoli vedremo per quali valori dei parametri 3, Fr, St.
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dove

(

2
filag, by, ay, by) = — [C’ + Stw? + gﬁSt COS(2$0)] a; + Da,+
+w {1 — %ﬁStC] b, + %wﬁStDby +wpBStD
1 1
fa(ay, by, ay,by) = —w [1 — gﬁStC] Ay — gwﬁStDay+
- [C’ + Stw? + gﬁSt COS(ZJJO):| b, + Db, + D
2
f3(as, by, ay, by) = — Da, + {C’ — Stw? — gﬂSt cos(?yo)} ay+
1 1
— gwﬁStDbx +w [1 + gﬁStC’} b, + wpStC

1 1
falaz, by, ay, by) = gwﬁStDax —w [1 + gﬁStC] a, — Db,

+ [C’ — Stw? — gﬁSt cos(QyO)} b, +C — ;ﬁSt cos(2yo)

\
(%0, Yo) € per ipotesi un punto di equilibrio, quindi soddisfa il sistema (3.6).

Le equazioni (3.17) allora si semplificano e diventano:

fi(ag, by, ay, by) B cos(wt) + fa(as, by, ay, by) B sin(wt)
f3(az, by, ay, by) B cos(wt) + fa(az, by, ay, by) B sin(wt)

8 (3.18)

Dal momento che cos(wt) e sin(wt) sono funzioni linearmente indipendenti,
condizione necessaria affinche sia verificato il sistema (3.18) ¢

filag, by, ay,b,) =0
Ea D O By i_g (3.19)
( y) =0

f4 Ay, b:m CLy7

Ottengo cosi un sistema non omogeneo di 4 equazioni lineari nelle 4 incognite
g, Gy, by, by. Abbiamo cosi un metodo che permette, una volta fissati i pa-
rametri 3, St, Fr, w e B, di verificare I'esistenza di traiettorie chiuse intorno
al punto (xg,yo) e di trovarne Iespressione matematica. Cio mi sara utile
nel capitolo 5, dove confrontero la traiettoria di particelle leggere, ottenuta
attraverso simulazioni lagrangiane, con la traiettoria prevista teoricamente
in base al sistema (3.19).
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Capitolo 4

Simulazioni nel caso di
particelle molto pesanti (G = 0)

Abbiamo gia visto che particelle molto pesanti (5 = 0) non possono restar
sospese in un flusso cellulare stazionario'. Scopo di questo capitolo ¢ capire,
attraverso l'analisi di simulazioni lagrangiane, se ci0 possa invece accadere
in un flusso cellulare oscillante e, se non fosse possibile, quanto puo essere
ridotta la velocita di caduta delle particelle variando i diversi parametri a
disposizione. Per far questo ho messo a punto un programma in Fortran
che calcola le posizioni e le velocita successive di N? particelle? partendo
dall’equazione del moto (1.28), e in ogni istante ne determina la posizione
media e la velocita verticale media (media su tutte le particelle). Da questi
dati ho poi potuto ricavare la media temporale w. All’inizio le particelle sono
distribuite uniformemente in due celle adiacenti (0 < <27, 0 <y <7)e
hanno velocita nulla. I passaggi con cui ho discretizzato ’equazione del moto
della particella (1.28) sono descritti nell’appendice D.

Vediamo innanzi tutto come diventa tale equazione quando ( = 0, cioe
quando la densita p, della particella € molto piu grande di quella del fluido

pr:
dav. 1 . [V(t) —u(X(t),1)] [ 2
dt Frzg B St * Pe St2n(t) (1)

Le forze coinvolte sono quindi: il peso della particella, I’attrito di Stokes e
la diffusione. Come osservato nel primo capitolo, in questo caso non ci sono
vincoli sul numero di Stokes affinché I'equazione di Maxey e Riley sia valida.
Considerero un flusso cellulare del tipo descritto nel capitolo 2. Partiro da
un flusso indipendente dal tempo u = u(x).

1 flusso cellulare considerato da Maxey in [21] & caratterizzato da aspect ratio Ly, = 1.
2Nelle mie simulazioni N? = 1002, 10002
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4.1 Flusso cellulare stazionario

In questo caso 'equazione (4.7) diventa:

v 1 . [V(t)—u(X(t))] 2
T s T pese™ 42

Abbiamo gia visto nel capitolo 2 che Martins Afonso [18] analizza in parti-
colare la situazione # = 0, in un flusso cellulare stazionario con i seguenti
parametri fissati: L,,=1 (celle quadrate), Fr=1. Attraverso simulazioni di
tipo lagrangiano egli osserva la dipendenza della velocita media w dal numero
di Stokes notando una massima riduzione di w in corrispondenza di St = 1.
Riproducendo questa situazione nelle mie simulazioni ho ottenuto il seguente
risultato®:

w = —0.5279

D’altra parte, la velocita nuda teorica w* e:

L -vst
Fr?

da cui si deduce che gia nel caso stazionario la velocita w risulta quasi dimez-
zata (variazione percentuale del 47% circa). A questo punto il mio obiettivo
e capire in quali condizioni si puo ottenere un’ulteriore riduzione di w par-
tendo dalla situazione di riferimento sopra descritta (L,,=1, Fr=1, St=1) e
facendo variare i diversi parametri a disposizione. Comincero studiando la
dipendenza della velocita di caduta media w dal numero di Peclet.

4.1.1 Effetti della diffusione

Prima di studiare gli effetti della diffusione sulla velocita di caduta media
delle particelle, domandiamoci quanto debba essere piccolo il raggio a di una
particella, ad esempio di una gocciolina d’acqua nell’aria (5 ~ 0.001), affinché
essa risenta della diffusione molecolare. Per rispondere a questa domanda
prendiamo come punto di riferimento la velocita nuda della particella espressa

in metri al secondo:
4

3
m STA 2
’LU* pg 3 ppg _ppga2

_67rau B 6rap 9 p

3Ricordiamo che 'unita di misura scelta per le velocita & Uy, la velocita massima del
fluido. In questo caso, ad esempio, w € circa la meta di Uy.
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dove m,, e p, sono rispettivamente la massa e la densita della particella, p &
la viscosita dinamica del fluido. L’energia cinetica della particella e quindi
data da:

1 *
imp(w )2 =
1 /4 .
) (§7TCL3Pp) (w*)? =
2 5\ (209 2\
G-
2 4 2 2
- (5) (55) -
3 1 p?
_8 '02926;
243 p?

Confrontiamo tale valore con 'energia cinetica media traslazionale di una
molecola in un gas perfetto:

8 pig? 3
B Gy (4.4)
243" 22 >

dove Kp ¢ la costante di Boltzmann pari a 1.38 - 1072 J/K, e T ¢ la tempe-
ratura del gas espressa in gradi Kelvin. Dalla relazione (4.4) si ottiene:

729 KT
a=if= KB (4.5)
16w pyg

Se fissiamo i seguenti parametri:

e la temperatura dell’aria, 7" = 253 K (—20°C circa);

e la viscosita dinamica dell’aria® alla temperatura di 253 K,
p=1.61-10"" 22

OS@.

e la densita dell’acqua, p, = 10° --3;

e l'accelerazione di gravita, g = 10 .

dall’equazione (4.5) si ottiene: a = 2 um.

A questo punto mi sara utile la relazione di Einstein che esprime la dipen-
denza del coefficiente di diffusione molecolare k£ dall’energia cinetica media
molecolare, dal raggio a della particella e dalla viscosita del fluido:

_ KgT

k=
6ma

4Per semplicita ho considerato la viscosita dell’aria secca.
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Nella situazione considerata risulta k = 6-107'2m-s. Infine, se consideriamo
una lunghezza caratteristica del flusso L = 10? m—103 m e una velocita tipica
del flusso U = 1m/s si puo ricavare il numero di Péclet corrispondente al
coefficiente di diffusione k:
Pe = % ~1.7-107" - 1.7-107"

Ho cosi ottenuto 'ordine di grandezza che deve avere al piu il numero Péclet
affinché I'effetto della diffusione non sia trascurabile nella situazione presa ad
esempio.

Per analizzare 'effetto della diffusione sulla dinamica di particelle con
densita molto maggiore di quella del fluido ho eseguito simulazioni nel caso
di 10* particelle. Se k ¢ il coefficiente di diffusione, lo spostamento quadratico
medio di uno singola particella dovuto alla diffusione ha la forma ([X(t) —
Xo]2 + [V (t) — Yp)?) = 4kt, quindi il tempo che occorre ad una particella per
diffondere lungo una distanza dell’ordine di grandezza di 1 (il lato della cella
scelto come lunghezza caratteristica del flusso) ¢: t = 12/(4d) = (72L?)/(4k).
Affinché le simulazioni siano corrette, occorre che il passo temporale At sia
molto minore di questo tempo:

2L2
At
R
Dopo aver definito
p = T2 L2 U
YT 4k, L

partiamo dalla definizione del numero di Peclet per esprimere in termini di
questo t,: - ,

UL n°L*4U 4 T

T s LR (46)
Le simulazioni sono state effettuate all’interno dell’intervallo: Pe > 0.05. Se
Pe = 0.05, allora t, = 0.123. Al crescere di Peclet t, aumenta, quindi e
sufficiente che sia At < 0.123, oltre che At <« St = 1. Il passo temporale da
me scelto per queste simulazioni &> At = 0.01. I risultati delle simulazioni
sono illustrati nella figura 4.1. Per piccoli numeri di Peclet la velocita di
caduta media w delle particelle sembra tendere alla velocita nuda w* = —1
(si veda anche la figura 4.2): ¢ come se il flusso cellulare non avesse alcun
effetto sul moto delle particelle, la diffusione ha un effetto dominante. Al
crescere di Peclet la velocita media w diminuisce e tende asintoticamente al

Pe =

5Da un punto di vista pratico, un passo temporale ancora pill piccolo renderebbe la
simulazione molto piu lenta, quindi sono giunta ad un compromesso.
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valore che avrebbe in assenza totale di diffusione (’asintoto mostra il valore
di w ottenuto simulando 'assenza di diffusione).

Nelle figure 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 si possono vedere le posizioni delle particelle
"fotografate’ in un istante nel quale la velocita verticale media, vy, si ¢ gia
stabilizzata, come si puo vedere nella figura 4.2. Se la diffusione ¢ dominan-
te, non sembra manifestarsi alcun fenomeno di concentrazione preferenziale.
Man mano che 'effetto della diffusione scompare, le particelle pesanti, come
gia fatto notare ad esempio da Maxey, tendono a disporsi lungo le pareti
verticali delle celle.

Abbiamo quindi visto che la diffusione, nell’intervallo di Peclet da me
analizzato (Pe > 0.05), non contribuisce a rallentare la caduta delle particel-
le; per questo nelle successive simulazioni ho impostato un numero di Peclet
molto alto, Pe=1000, in modo che 'effetto della diffusione fosse trascurabile.

4.2 Flusso cellulare oscillante

Consideriamo ora un flusso cellulare oscillante, cosi come descritto nel capi-
tolo 2. Vedremo come diversi parametri possono influire sulla velocita media
w delle particelle. In particolare, continuero a cercare le condizioni che favo-
riscono una massima riduzione di w, se non addirittura una sua inversione
di segno.

E gia stato osservato sperimentalmente che in un fluido oscillante vertical-
mente pud avvenire la levitazione di particelle pit dense del fluido [31, 11].
Come spiegato in [11], la levitazione fu definita da Houghton (1966) come
una condizione stabile che si verifica quando, in flusso oscillante, [’effetto
delle forze di galleggiamento (effetto combinato della forza peso e della spin-
ta di Archimede) é completamente neutralizzato cosicché la particella oscilla
attorno ad una posizione fissa. Successivamente si osservo anche che in tali
condizioni poteva verificarsi addirittura un moto di risalita delle particelle.
11 flusso considerato in [31, 11] non ¢ di tipo cellulare, e sebbene i dati spe-
rimentali riguardino particelle pit dense del fluido, si analizza soltanto un
intervallo limitato di 3, 6 # 0, mentre la situazione qui trattata costituisce
un caso limite, in cui § = 0. Infatti in [31] vengono considerate particelle
con densita nell'intervallo: 2.15g/cm?® < p, < 7.68¢g/cm?. 1l fluido in cui
sono immerse ¢ acqua (py = 1g/cm?). Quindi Pintervallo considerato ri-
spetto al parametro 3 ¢ circa®: 0.183 < 3 < 0.566. In [11] vengono osservate
particelle di densita p, = 1.17g/cm? immerse in acqua (8 = 0.898) e parti-

. . 3
6Ricordiamo che 3 = 5% ifpf
P
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Figura 4.1: Velocitad media w in funzione del numero di Peclet (10* particelle,
At = 0.01, =0, St=1, Fr=1, L,, = 1, w = 0). E rappresentato anche
I’asintoto corrispondente all’assenza di diffusione.

O T T T
Pe=0.05 ———
Pe=0.5
-0.2 o Pe=25 ]
Pe=500

0 20 40 60 80 100

Figura 4.2: Velocita verticale media vy, in funzione del tempo per diversi
valori di Peclet (10* particelle, At = 0.01, =0, St=1, Fr=1, L,, = 1, w = 0).
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Figura 4.3: Posizione delle particelle per Pe = 0.05 nell’istante ¢ = 257 (10*
particelle, At = 0.01, 3=0, St=1, Fr=1, L,, = 1, B=2).

Figura 4.4: Posizione delle particelle per Pe = 25 nell’istante ¢t = 121 (10%
particelle, At = 0.01, =0, St=1, Fr=1, L,, = 1, B=2).
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Figura 4.5: Posizione delle particelle per Pe = 500 nell’istante ¢ = 292 (10*
particelle, At = 0.01, 3=0, St=1, Fr=1, L,, = 1, B=2).
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Figura 4.6: Posizione delle particelle in assenza di diffusione nell’istante ¢ =
624 (10* particelle, At = 0.01, 8=0, St=1, Fr=1, L,, = 1, B=2).
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celle di densita p, = 2.80g/cm? in una soluzione acquosa di glicerolo” al 55%
(8 = 0.509). Tuttavia le considerazioni che vengono fatte in [31, 11] saranno
comunque utili per riflettere su cosa succede nella situazione da me trattata.

4.2.1 Dipendenza dalla frequenza w

Flusso oscillante orizzontalmente Consideriamo un flusso cellulare che
oscilli orizzontalmente nel quale, dopo aver fissato I'ampiezza delle oscilla-
zioni B=2, si faccia variare la frequenza w. Nella figura 4.7 si vede che, nella
situazione particolare considerata, le oscillazioni del flusso non contribuisco-
no a ridurre la velocita di caduta media delle particelle piu di quanto non
faccia gia un flusso cellulare stazionario.® Ricordiamoci che ad alte frequenze
acquista importanza l'integrale di Basset che noi pero stiamo in prima ap-
prossimazione trascurando, cosl come aveva fatto Maxey nel caso stazionario
[21]. Notiamo che al crescere di w la velocita di caduta media w tende al-
la velocita nuda w*: come previsto da Martins Afonso in [18], la particella
non vede piu il flusso portante, a causa della sua inerzia non fa in tempo ad
assecondare la velocita del flusso sottostante, che varia troppo velocemen-
te. Per frequenze intermedie,si osserva invece una successione di risonanze,
similmente a quanto osservato in [7].

Flusso cellulare oscillante verticalmente Consideriamo ora un flusso
cellulare che oscilli verticalmente. I parametri sono gli stessi fissati nel caso di
oscillazioni orizzontali. Nella figura 4.7 si nota un andamento simile a quello
precedente. Si puo inoltre osservare che la massima riduzione di w si ottiene
per w = 0.03, in corrispondenza della quale w = —0.4849: abbiamo quindi
una riduzione percentuale del 51.5% circa di w rispetto alla velocita nuda
(si veda la figura 4.11 in corrispondenza di B=2), del 12.9% circa rispetto al
caso di flusso stazionario. Fisso quindi la frequenza w = 0.03 e analizzo la
dipendenza di w dall’ampiezza B delle oscillazioni.

"Ho calcolato la densitd della soluzione facendo una media pesata tra la densitd del
glicerolo con peso 0.55 e la densita dell’acqua con peso 0.45.

8Si potrebbe perd andare a vedere cosa succederebbe variando 1’ampiezza delle oscilla-
zioni B oppure mantenendo w = 0. e variando altri parametri, come ’aspect ratio L, o
Froude.
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Figura 4.7: velocita terminale media w in funzione della frequenza w in un
flusso cellulare che oscilli verticalmente/orizzontalmente (10° particelle, 3=0,
St=1,At = 0.05, Fr=1, Pe=1000, L,,=1, B=2)
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4.2.2 Ampiezza delle oscillazioni

Osserviamo la figura 4.8. E’ evidente che per valori di B sempre piu piccoli
w tende al valore che avrebbe in un flusso stazionario (w = 0.5565)". Si
osserva una massima riduzione di w in corrispondenza del valore di partenza
B=2. Cio potrebbe confermare che la risonanza osservata nella figura 4.7 per
w = 0.03 avviene per un valore di B strettamente legato a w. Nelle esperienze
di laboratorio gia citate di [11] viene misurata la frequenza di levitazione e
si vede che al crescere dell’ampiezza delle oscillazioni la frequenza di levita-
zione scende. Qualcosa di simile si puo osservare nella figura 4.14, in cui si
mostra la dipendenza di w dall’ampiezza delle oscillazioni B per diversi valori
della frequenza in prossimita di w = 0.03. Si vede come, limitatamente alle
frequenze considerate, 'ampiezza B per la quale si ha la massima riduzione
di w si sposti verso valori sempre piu al crescere della frequenza. Si osserva
la massima riduzione di w per w = 0.06: w = —0.4730, quindi una differenza
percentuale di circa il 2% ripetto al caso w = 0.03. Non troviamo quindi
riduzioni significative della velocita di caduta media. Analizzando ancora la
figura 4.14, vediamo che al crescere di B w aumenta sempre di pit, superando
il valore che avrebbe nel caso di flusso stazionario. Come gia osservato per le
alte frequenze, mi aspetto che per B ancora piu grandi w tenda alla velocita
nuda, come e evidente nel caso w = 0.5

4.2.3 Aspect ratio

Come per B, ho considerato un intervallo limitato di L,, nell'intorno di L, =
1. Si nota come anche ’aspect ratio possa influenzare la velocita terminale
di particelle pesanti determinando in alcuni casi un’ulteriore rallentamento
nella loro caduta. Si osserva una w minima per L,, = 1.6: w = 0.3223,
quindi abbiamo una riduzione percentuale del 67.8% rispetto alla velocita
nuda (figura 4.12), del 42.1% rispetto al caso stazionario. Si capisce quindi

che l'aspect ratio influisce notevolmente sulla velocita di caduta media w.

4.2.4 Froude

Dopo aver fissato L,, = 1.6, vediamo infine che effetto ha la gravita. Notiamo
che con Froude varia anche la velocita nuda, per cui ¢ utile a maggior ragione
osservare il grafico della variazione percentuale di w rispetto a w* (figura
4.13): per Fr= 1.025 si ottiene una riduzione percentuale di w del 71.4%

9Nelle simulazioni relative ad un flusso oscillante ho considerato 108 particelle. C’¢ una
variazione percentuale del 3%, quindi trascurabile, rispetto al risultato ottenuto con 10%
particelle.
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rispetto alla velocita nuda w*.Questo risultato differisce quindi molto poco
da quello gia ottenuto per Fr = 1. Come gia osservato per 'ampiezza delle
oscillazioni B, sembra che ci possa essere uno stretto legame tra il numero
di Fr e la frequenza di risonanza w = 0.03. Osserviamo in particolare che se
|w*| > 1, cioe se la velocita nuda ¢ molto piu grande della massima velocita
del flusso, significa che, in termini di Froude:

1/Fr* > 1/St
Quindi I'equazione del moto per una particella molto pesante diventa:

av 1 . V(t
v _1, Y0 (4.7)
dt Fr St
che ¢ esattamente 1’equazione relativa al caso di fluido fermo. Percio, man
mano che Fr diventa piu piccolo, la velocita di caduta media w tendera alla

velocita nuda w* (si veda la figura 4.10).

4.2.5 Osservazioni finali

Le simulazioni qui descritte non mostrano un fenomeno di levitazione né di
risalita da parte di particelle pesanti, ma si riesce a raggiungere una riduzione
di velocita almeno del 71%. Un buon contributo e dato dall’aspect ratio. In
[31, 11] vengono considerate anche oscillazioni asimmetriche, e quindi intro-
dotto un’altro parametro, k,, che indica il grado di asimmetria delle oscil-
lazioni. La frequenza di levitazione misurata in [11] si riduce aumentando

ko.
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Figura 4.8: w in funzione di B (10° particelle, St=1, w=0.03, L,,=1, Fr=1).
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Figura 4.9: w in funzione di L, (10° particelle, St=1, w=0.03, B=2, Fr=1).
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Figura 4.10: w in funzione di Froude (10° particelle, St=1, w=0.03, B=2,
L,,=16).
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Figura 4.11: Variazione percentuale di w rispetto a w* in funzione di B (10°
particelle, St=1, w=0.03, L,,=1, Fr=1).
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Figura 4.12: Variazione percentuale di w rispetto a w* in funzione di L,,
(10° particelle, St=1, w=0.03, B=2, Fr=1).
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Figura 4.13: Variazione percentuale di w rispetto a w* in funzione di B, L,,,
Froude (10° particelle, St=1, w=0.03, B=2, L,,=1.6).
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69



Capitolo 5

Particelle leggere (5 = 1.5)

In questo capitolo mi occupero di particelle leggere immerse in un flusso cel-
lulare oscillante lungo la verticale. Dopo aver individuato in quali condizioni
tutte le particelle possono restar sospese, illustrero il significato dinamico as-
sunto in questa situazione dai punti di equilibrio stabile relativi ad un flusso
cellulare stazionario, di cui si ¢ parlato nel capitolo 3. Inoltre, al contrario di
quanto fatto per le particelle pesanti, cerchero di quantificare le condizioni in
cui si rompe la situazione di equilibrio in cui tutte le particelle rimangono so-
spese. Nelle simulazioni trascurero l'effetto della diffusione, soltanto alla fine
mi soffermero brevemente su questo aspetto. Fissero inizialmente 5 = 1.5,
avendo preso come termine di confronto un risultato delle simulazioni de-
scritte per questo valore di 5 da Marchioli, Fantoni e Soldati in [17] nel caso
di flusso cellulare stazionario e avendo fissato w* = 0.625 e St = 0.06.

5.1 Osservazioni preliminari

Nel primo capitolo abbiamo visto come I’equazione del moto di una particella
inerziale fornita da Maxey e Riley [19] possa essere semplificata, in un modo
che viene mostrato nell’appendice A. Possiamo riscrivere sia ’equazione di
Maxey (5.1) che la sua espressione semplificata (5.2) nella forma:

= FX(0).0)+ 26 (X (0).0) - V0] Vu(X(0).0 (6)
dVv
— = F(X(1).1) (5:2)

La velocita terminale w ottenuta con il mio programma & in accordo con il risultato
di [17] con un errore percentuale di circa il 10%.
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dove

du =5, V() —uX()1)]

F(X(t),1) = 0~ (X(8),0) + 557G — St

La figura 5.1 ci mostra la dipendenza dal numero di Stokes della velocita
media di risalita di particelle leggere (3 = 1.5) con velocita nuda fissata (w* =
0.625) nel caso di flusso cellulare stazionario (w = 0, Ly, = 1) e utilizzando sia
I'equazione (5.1) che la (5.2). In questo caso possiamo riscrivere F'(X (t),t)
in termini della velocita nuda w*:

F(X(1).t) = ﬂi—?(x(t), s “(ngt)’ H - V()

Nella figura 5.1 notiamo come i due modelli tendano a coincidere man
mano che il numero di Stokes diminuisce. Infatti, se tale numero tende a 0
entrambe le equazioni si riducono a quella usata da Stommel [29] per studiare
particelle di inerzia trascurabile?:

V(t) =w" +u(X(t),t)

Nel caso trattato la velocita nuda fissata ¢ pari a w* = 0.625: nelle unita di
misura da noi scelte, cio significa che tale velocita e minore di quella massima
del fluido. E stato mostrato che in tal caso una frazione delle particelle rimane
intrappolata [29, 21]: cid aiuterebbe a comprendere la riduzione di velocita
media che si osserva nella figura.

Sto considerando un intervallo limitato di valori di Stokes: infatti abbia-
mo visto, nel primo capitolo, che condizione necessaria affinché sia valido il
modello di Maxey e Riley ¢: St < % Per 8 = 1.5 tale condizione si riduce
a: St < 0.2.

Guardando ancora la figura 5.1 notiamo che al crescere di Stokes i due
grafici mostrano un comportamento diverso: utilizzando I’equazione del moto
completa (5.1) la velocita di risalita media w delle particelle aumenta al
crescere di Stokes, mentre applicando il modello semplificato (5.2) la velocita
w diminuisce sempre di piu. Al crescere di Stokes aumenta l’'inerzia della
particella, e quindi sempre piu difficilmente segue le linee di flusso del fluido.
I1 termine per cui differiscono le due equazioni, in cui compare w(X (t),t) —
V(t), diventa quindi sempre piu importante accrescendo la differenza tra i
due modelli.

Nella figura 5.2 e rappresentata la velocita di risalita media delle particelle
in funzione del tempo per diversi numeri di Stokes (i parametri sono gli stessi
fissati per le considerazioni precedenti). In questo caso, I'equazione del moto

2Si veda a tal proposito il capitolo 2.

71



0.6

0.55

0.5

= 045

0.4

0.35

equazione Maxey ——

eguazjone §emp|ificqta e

0 0.050.1 0.150.20.25 0.3 0.3504 045 0.5
St

0.3

Figura 5.1: Velocita terminale di risalita w delle particelle in funzione del
numero di Stokes (8 = 1.5, w* = 0.625, L, = 1,w = 0).

utilizzata per la particella ¢ la (5.2). Ho notato che per St < 0.85 risulta
definita la velocita terminale, cioe la media temporale della velocita di risalita
(si veda la figura 5.1 in cui sono visibili i valori assunti dalla velocita terminale
al variare di St nell'intervallo 0.5 < St < 0.5). Per St = 0.85, invece, la
velocita terminale non sembra essere definita: la velocita di risalita media
sembra diminuire nel tempo molto lentamente senza raggiungere un valore
definito. Per St = 0.875 la velocita terminale appare di nuovo definita.
Sembrerebbe quindi che non sempre sia possibile individuare una velocita
terminale definita.

5.2 Dipendenza della velocita media w da B

Vediamo ora quali sono gli effetti dell’ampiezza B delle oscillazioni del flusso
sul moto delle particelle. Ho fissato un numero di Stokes, St = 0.05, ab-
bastanza piccolo da rispettare la condizione (1.27), St < %, ma allo stesso
tempo non troppo piccolo per non eliminare del tutto l'effetto dell’inerzia.
Ho considerato il caso di flusso oscillante verticalmente con una frequenza
bassa (w = 0.1) e ho individuato una situazione particolare in cui la velocita
terminale media w e nulla e tutte le particelle sembrano ruotare intorno ai
punti di equilibrio stabile corrispondenti ad un flusso stazionario. I para-
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Figura 5.2: Velocita di risalita media delle particelle in funzione del tempo
per diversi numeri di Stokes (3 = 1.5, w* = 0.625, L,, = 1,w = 0). In questo
caso ho utilizzato 1'equazione del moto per la particella (5.2).

metri fissati sono: § = 1.5, F'r = 1. Aumentero gradualmente I’ampiezza
delle oscillazioni per vedere a che punto la velocita terminale media da nulla
diventa positiva. Prima di tutto osserviamo cosa succede nel caso stazionario
(B = 0): nella figura 5.3 si vede che la velocita media w ¢ nulla, infatti tutte
le particelle vanno a posarsi sui punti di equilibrio stabile, come si puo notare
nelle figure 5.4 e 5.5. Inoltre, nella figura 5.4 possiamo notare I'accordo tra
i punti di equilibrio stabile previsti teoricamente (si veda il capitolo 3) e i
punti su cui vanno a posarsi le particelle nella simulazione: cio costituisce
una conferma dell’efficienza del programma messo a punto per svolgere le
simulazioni. Osserviamo adesso la figura 5.6 e notiamo che in un flusso non
stazionario che oscilli verticalmente con frequenza w = 0.1 e ampiezza B < 8
la y media oscilla attorno ad un valore fisso 4, con un ampiezza dell’ordine
di B: come vedremo, le particelle ruotano tutte intorno ai punti di equilibrio
corrispondenti al caso stazionario. Questo si osserva per B < 8, mentre tra
B=8 e B=9 si verifica una transizione (si veda la figura 5.6) in cui la velo-
cita media w da nulla diventa positiva. Per illustrare quello che avviene per
0 < B < 8, mostrero il caso particolare B=1. Nella figura 5.7 si possono
vedere le posizioni successive assunte dalle particelle ad intervalli di tempo
equidistanziati pari a circa 1/8 del periodo di oscillazione del flusso: al centro
delle traieittorie sono rappresentati i punti di equilibrio stabile relativi ad un
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Figura 5.3: Velocita media w delle particelle nel caso di flusso stazionario
(B=0,8=15Fr=1,5t=0.05,Ly, =1).

flusso cellulare stazionario e calcolati in base ai criteri visti nel capitolo 3.

Nella figura 5.9 si puo vedere la traiettoria di una particella dall’istante di
partenza fino a quando inizia a ruotare intorno al punto (1.596,4.710) (punto
di equilibrio stabile corrispondente al caso stazionario). Nelle due figure
successive 5.10 e 5.11, possiamo confrontare ’andamento asintotico, cioe per
t — o0, delle coordinate di una singola particella con la previsione teorica
fatta risolvendo numericamente il sistema di equazioni (3.19) introdotto nel
capitolo 3. Si nota un buon accordo tra il risultato della simulazione e la sua
previsione teorica (si veda anche la figura 5.8). La figura 5.12 & indicativa del
fatto che, per un’ampiezza sufficientemente grande delle oscillazioni (B=8) il
ciclo limite a cui tende asintoticamente la traiettoria della particella ha quasi
raggiunto un’estensione, lungo l'orizzontale, confrontabile al lato di una cella
elementare.

5.3 Dipendenza da (3

Consideriamo ancora un flusso cellulare che oscilli verticalmente con frequen-
za w = 0.1 e ampiezza B=1. Sappiamo che per = 1.5 la velocita terminale
media e nulla , come e nulla la media temporale della velocita di ogni singola
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Figura 5.4: Confronto tra i punti di equilibrio stabile previsti teoricamente
e le posizioni delle particelle all’istante £ ~ 2961 ottenute in una simulazione
(B=0,8=15, Fr=1, St=0.05, L,, =1).
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Figura 5.5: Traiettoria di una singola particella (B = 0, 8 = 1.5, Fr =
1, St =0.05, L, = 1) prima di raggiungere il punto fisso.
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Figura 5.6: Valor medio delle y delle particelle, y,,, in funzione del tempo
(8=15,5t=0.05,w=0.1,Ly, =1)

particella. Nella situazione da me scelta, incrementando 3 la situazione non
cambia (f = 2.0,2.5,3.0). Per § = 1 si ha una transizione, nel senso che le
traiettorie delle particelle non tendono piu a dei cicli limite: si assiste ad un
movimento delle particelle sia verso 1’alto che verso il basso e vincolato lungo
i bordi delle celle, come si puo notare nella figura 5.16 (si veda la situazio-
ne gia analizzata da Babiano [2] e descritta nel capitolo 2). Particelle piu
pesanti mostrano una velocita di caduta media superiore alla velocita nuda

*

w*:
e se f=0 (w"=-0.05) w=—-0.1714;
e se §=0.5 (w"=—-0.025) w = —0.0685.

Cio conferma le previsioni di Martins Afonso [18] illustrate nel capitolo 2: se
fissiamo tutti i parametri tranne 3, facendo variare # notiamo che ad una
riduzione nella velocita di risalita di particelle leggere (5 > 1) corrisponde
una maggiore velocita di caduta delle particelle pesanti (5 < 1) rispetto al
caso di fluido fermo.
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Figura 5.7: Posizioni successive delle particelle equidistanziate da intervalli
temporali pari a circa 1/8 del periodo di oscillazione del flusso (6 = 1.5, St =
0.05,Fr=1,L,, =1,w=0.1,B=1).
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Figura 5.8: Dettaglio delle posizioni successive di alcune particelle e con-
fronto tra la curva chiusa percorsa dalle particelle e il ciclo limite previsto
teoricamente (5 = 1.5,5t =0.05, Fr =1,L,, = 1,w=0.1,B=1).
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Figura 5.9: Traiettoria di una particella nel caso § = 1.5, St = 0.05, flusso
cellulare oscillante verticalmente con frequenza w = 0.1 e ampiezza B = 1
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Figura 5.10: Confronto tra ’andamento asintotico della coordinata y nella
figura 5.9 e la sua previsione teorica.
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Figura 5.11: Confronto tra 'andamento asintotico della coordinata x nella
traiettoria della figura 5.9 e la sua previsione teorica.
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Figura 5.12: Ciclo limite a cui tende asintoticamente la traiettoria di una
singola particella in un flusso oscillante verticalmente al variare dell’ampiezza
B delle oscillazioni (8 = 1.5, 5t = 0.05, Fr = 1,w = 0.1, L,, = 1). Si nota
che per B=0 il ciclo limite ha qusi raggiunto un’estensione orizzontale pari
al lato della cella.
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Figura 5.13: Dipendenza dal tempo della coordinata y media delle particelle
al variare di 3 nell'intervallo 1.5 < <3 (B=1,w=0.1,Fr=1,L,, =1).
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Figura 5.14: Andamento nel tempo della coordinata y media delle particelle
al variare di Péclet (8 =1.5,5t=0.05,Fr=1,w=0.1,B=1,L,, =1).

5.4 Diffusione

Come ¢ ragionevole, solo una debole diffusione fa si che la situazione di
equilibrio permanga. Osservando la figura 5.14 'equilibrio sembra spezzarsi
per valori di Péclet compresi tra 550 e 750.
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Figura 5.15: Andamento nel tempo della coordinata y media per particelle
neutre (3 =1, St = 0.05) nel caso di flusso cellulare oscillante verticalmente
con ampiezza B = 1 e frequenza w = 0.1. Gli altri parametri fissati sono:
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Figura 5.16: Dettaglio delle posizioni delle particelle (nell’istante t=7540)
nella stessa situazione della figura 5.15.
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Conclusioni

Lo studio della dinamica di particelle inerziali in un fluido & oggetto di studio
in diversi campi della scienza e della tecnologia. Abbiamo visto ad esempio
come tale studio sia legato a diverse problematiche, come la dispersione di
inquinanti nell’atmosfera, la formazione delle gocce di pioggia in fase di coa-
lescenza, la dinamica di microorganismi marini (fitoplancton), la separazione
di sospensioni diverse in un fluido, la visualizzazione della dinamica di un
fluido.

In questo lavoro ho considerato particelle inerziali immerse in un flusso
cellulare, cioe spazialmente periodico, e oscillante. Per studiare gli effetti del
flusso sulla velocita di sedimentazione delle particelle ho messo a punto un
programma in Fortran che, partendo dall’equazione del moto della singola
particella, calcoli le posizioni e le velocitd successive di N? particelle, e in
ogni istante ne determini la posizione e la velocita verticale media (media
su tutte le particelle). Una volta raggiunto lo stato stazionario (lo studio
della cui esistenza ¢ stato un obiettivo del presente lavoro) ho calcolato la
media temporale della velocita delle particelle, quantita che chiamero velocita
terminale media. Ho considerato N? particelle che all’inizio siano distribuite
uniformemente in due celle adiacenti del flusso e che abbiano velocita iniziale
nulla.

Prima di tutto mi sono domandata se particelle molto piu dense del fluido
potessero restare stabilmente sospese, se non addirittura muoversi in direzio-
ne opposta alla gravita, in un flusso cellulare oscillante. Ricerche sperimentali
[31, 11] hanno gia mostrato che c¢id puo avvenire in un flusso oscillante verti-
calmente, sebbene non si trattasse di un flusso cellulare. Da un punto di visto
teorico, simulazioni di tipo lagrangiano [18] hanno permesso di individuare
un numero di Stokes, St=1, in corrispondenza del quale si ha una massima
riduzione di velocita nel caso di flusso cellulare stazionario. Sono partita
quindi da questo lavoro per iniziare ’analisi presentata in questo lavoro di
tesi. Ho analizzato prima gli effetti della diffusione molecolare sulla velocita
terminale delle particelle in un flusso cellulare stazionario. Si vede che la
diffusione non contribuisce a rallentare stabilmente la caduta delle particelle
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piu di quanto non accada gia in un flusso cellulare stazionario. Man mano
che effetto della diffusione diventa importante, la velocita media di caduta
tende alla velocita nuda: € come se le particelle non ’vedessero’ piu il flusso
a causa della forte diffusione. In altre parole, tutto va come se il fluido fosse
fermo. Al contrario, via via che si riduce l'effetto diffusivo la velocita di ca-
duta media tende, come e normale aspettarsi, a quella che si avrebbe in un
flusso cellulare stazionario in assenza di diffusione. Ho anche mostrato come
varia la distribuzione spaziale delle particelle al crescere della diffusione. In
assenza di diffusione le particelle pesanti si accumulano lungo le pareti verti-
cali delle celle. Infatti, 'inerzia delle particelle e cosi forte che non riescono
a curvare per effetto del flusso, per cui tendono ad allontanarsi da regioni
ad alta vorticita (all’interno delle celle) verso zone in cui cui la vorticita e
assente (le pareti verticali delle celle): & questo un esempio del fenomeno
di concentrazione preferenziale che caratterizza le particelle inerziali. Tutta-
via, piu la diffusione diventa importante, piu il fenomeno di concentrazione
preferenziale tende a scomparire.

Al fine di individuare le condizioni che rallentano la caduta delle particel-
le, ho impostato le simulazioni successive in modo che I'effetto della diffusione
fosse trascurabile e ho iniziato a considerare un flusso oscillante (con ampiez-
za delle oscillazioni fissata) nel caso di oscillazioni sia orizzontali che verticali.
Ho visto che un flusso cellulare che oscilli orizzontalmente non favorisce la
levitazione delle particelle. Al contrario, se le oscillazioni del flusso sono
verticali, si ottiene un’ulteriore riduzione della velocita di caduta media in
corrispondenza ad una frequenza w che ho determinato con grande accura-
tezza. Sono partita quindi da tale valore della frequenza per eseguire le altre
simulazioni. E interessante notare, per comprendere a fondo il significato
d’inerzia, che per alte frequenze di oscillazione la velocita terminale delle
particelle tende alla velocita nuda: anche in questo caso la particella non
vede piu il flusso portante, ma a causa della sua inerzia non fa in tempo ad
assecondare la velocita del flusso sottostante, che varia troppo velocemente.
Per frequenze intermedie, invece, si osserva una successione di risonanze.

Facendo variare poi 'ampiezza delle oscillazioni, non ho notato sostan-
ziali miglioramenti rispetto alla situazione di partenza. Ho quindi ipotizzato
che dovesse esistere un legame tra la frequenza e 'ampiezza delle oscillazioni
per ottenere la massima riduzione di velocita. Per cercare di capire questo
legame ho analizzato la dipendenza della velocita terminale dall’ampiezza di
oscillazione delle celle per diversi valori della frequenza in un intorno della
frequenza di oscillazione w precedentemente introdotta e ho visto come, limi-
tatamente alle frequenze considerate, ’ampiezza di oscillazione per la quale
le particelle rallentano maggiormente diminuisce al crescere della frequenza,
similmente a quanto osservato in esperienze di laboratorio [31, 11], in cui a
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oscillazioni pitt ampie del flusso corrisponde una frequenza di levitazione mi-
nore, intendendo con cio indicare la frequenza a cui le particelle cominciano a
levitare. Per oscillazioni di ampiezza sempre piu grande la velocita terminale
media sembra tendere a quella nuda, cosi come accade per le alte frequenze,
come ¢ evidente in uno dei casi osservati nelle simulazioni.

Successivamente ho fatto variare la geometria delle celle, piut precisamen-
te il rapporto tra lato verticale e lato orizzontale della cella, quantita che
chiamero aspect ratio e indichero con L,,. Ho eseguito le prime simulazio-
ni fissando L,, = 1, e cioe nel caso di celle quadrate. Ho potuto osservare
che anche questo parametro influisce sulla velocita di caduta delle particelle,
ottenendo un ulteriore rallentamento delle particelle, nel quale la velocita
media si e ridotta di circa il 68% rispetto al caso di fluido fermo, del 42%
rispetto a quanto ottenuto in un flusso cellulare stazionario.

Infine, ho potuto constatare che riducendo o aumentando leggermente
Ieffetto della gravita la situazione sostanzialmente non migliora, dato che
la riduzione percentuale della velocita terminale rispetto alla velocita nuda
aumenta di pochi punti percentuali, raggiungendo il 71% circa.

Nelle situazioni da me considerate non ho quindi constatato il verificarsi
della levitazione di particelle molto pesanti in un flusso cellulare oscillante
verticalmente, ma ho comunque ottenuto una riduzione significativa della
velocita di caduta media, di circa il 71% rispetto al caso di fluido fermo.

Mi sono poi occupata di particelle piu leggere del fluido. Sono partita dal
caso in cui la densita delle particelle fosse la meta di quella del fluido, que-
sto per verificare l'esito della simulazione da me effettuata nel caso di flusso
cellulare stazionario, con un risultato gia ottenuto in un lavoro precedente
[17]. Fatto questo, ho considerato un flusso cellulare oscillante verticalmen-
te con frequenza piccola (w=0.1) e ampiezza B=1. Riducendo poi leffetto
della gravita (cosi facendo I’accelerazione del fluido diventa pit importante
dell’accelerazione di gravita), ho simulato una situazione nella quale tutte
le particelle rimangono stabilmente in oscillazione intorno a posizioni fisse.
Nel capitolo 3 ho fornito un criterio matematico per verificare I’esistenza del-
le traiettorie chiuse osservate nelle simulazioni e averne una loro espressione
matematica. Dopo essermi concentrata su questa situazione particolare in cui
la velocita terminale media delle particelle & definita e risulta nulla, ho cerca-
to di quantificare le condizioni in cui tale velocita da nulla diventa positiva.
Fino a che punto posso, ad esempio, aumentare I’ampiezza delle oscillazioni
affinché le particelle continuino ad oscillare stabilmente intorno a posizioni
fisse? Man mano che B aumenta le curve chiuse (cicli limite) descritte dalle
particelle si allargano sempre di piu fino a deformarsi. Per B troppo grande
(8 < B < 9) la velocita terminale media da nulla diventa positiva.

Per particelle ancora piu leggere la situazione non cambia (ricordiamo
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pero che leffetto della gravita, e quindi anche la spinta di Archimede, in
queste simulazioni sono ridotti). Si verifica una transizione allorché le parti-
celle hanno la stessa densita del fluido, situazione in cui le traiettorie delle
particelle non tendono piu asintoticamente a dei cicli limite.

Successivamente ho introdotto l'effetto della diffusione. Come ¢ ragione-
vole che sia, solo se la diffusione € molto debole le particelle arrivano a un
ciclo limite.

Infine, nel corso del mio lavoro, sara interessante notare che non sempre
e possibile individuare una velocita terminale media. Non si puo quindi
dare per scontato che, relativamente al sistema dinamico da me trattato (la
particella inerziale immersa nel fluido), esista una velocita terminale media.
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Appendice A

Modello semplificato per
I’equazione di una particella
rigida sferica in un flusso non
uniforme

Nel primo capitolo sono partita dall’equazione ricavata da Maxey e Riley in
[19], nella quale ho trascurato le correzioni di Faxen e 'integrale di Basset,
ottenendo cosi l'equazione (1.24):

my Y = (m, — my)g — 6man [V (1) — w(X (1) 1)
b D8 L S V)~ u(X (), 1)

(X(8)1)

Nel lavoro di De Lillo [13] viene fatta la seguente approssimazione:

Duwdu

Dt " dt

per cui si ottiene

m, oY = (m, — m))g — 6man V(1) ~ (X (1).1)]
s gV - w(x0.0)

86



da cui seguono i passaggi:
1 av
my + gy | - = (mp —my)g = 6mau [V (t) — u(X(2),1)] +
—|—§mf (%—QZnLVVu)‘
(X(®),1)

che in termini del parametro 3 e del tempo di Stokes 7 diventa

av V() —u(X(?),1)]

E:(l—ﬁ)g—

5 DX (0,0 + AV (D) - Tu(X (1)1

(A.1)

Se confrontiamo '’equazione (A.1) con I'equazione non approssimata (5.1)

% —(1-f)g— V(1) —u(X(1),1)]
ou 2 r 1 (A.2)
+ B85 (X(0),8) + 30 {U(X(t)’ t)+ 5V Vu(X()1)

ricaviamo il termine per cui i due modelli differiscono:
25 w(X(0),1) + %V(t)] Vu(X(1),1) = BV(E) - Va(X(£),£) =
= 20 (X (0),0) = V{#)]- V(X (1),

Se riscriviamo 'equazione di Maxey (A.2) mettendo in evidenza il termine
cosi ottenuto si ricava:

dd_‘t/ (1B (V(t) — UT(X(t)at)]
0 | W0+ VD) - TulX(0).0)] + 25 (X010 - V(O] Tu(X(0).0
AV du V() —u(X(),1)]
— =0 (X(1).0)+ (1 - B)g - 7
=25 [u(X(0).0) = V()] - Vu(X (0.0

Si nota che i due modelli coincidono nel caso di particelle molto pesanti

(3=0..
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Appendice B

Sistemi hamiltoniani

Vengono qui brevemente esposte alcune definizioni e caratteristiche relative
a questo tipo di sistema dinamico. Utili fonti di riferimento sono il testo di
Hilborn [14] e di Crisanti e al.[10].

Si dice hamiltoniano un sistema dinamico la cui evoluzione temporale e
regolata dalle equazioni:

dgi  OH
o (B.1)
dt N 8(]2

dove la funzione H(g;, p;,t) & detta hamiltoniana e in generale dipende dalle
coordinate ¢;, dai corrispondenti momenti coniugati p; e dal tempo. Nello
studio dei sistemi hamiltoniani si definisce grado di liberta ogni coppia (g;, p;)-
Lo spazio degli stati di un sistema hamiltoniano viene tradizionalmente detto
spazio delle fasi. Se il sistema ha N gradi di liberta lo spazio delle fasi
corrispondente ha dimensione 2N.

Se H dipende in modo esplicito dal tempo, il sistema viene detto non au-
tonomo. Se H non dipende esplicitamente dal tempo il sistema hamiltoniano
viene detto autonomo e H € una costante del moto, per cui la dinamica del
sistema evolve su una superficie di dimensione 2N-1. Esiste una classe di si-
stemi hamiltoniani autonomi, detti integrabili, per i quali esistono N costanti
del moto (eattamente tante quante sono i gradi di liberta del sistema). In
tal caso la traiettoria del sistema nello spazio delle fasi ¢ vincolata su una
superficie N-dimensionale detta toro invariante o toro KAM. Si puo mostrare
che un sistema integrabile non puo avere un comportamento caotico, ma ha
sempre una dinamica regolare, periodica o quasi-periodica . In Hilborn [14]

'Quando le frequenze che caratterizzano l’evoluzione del sistema sono fra loro
incommensurabili
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viene spiegato che tutti i sistemi hamiltoniani autonomi con un solo grado di
liberta per i quali H sia una funzione infinitamente differenziabile di q e p,
sono integrabili. Secondo un teorema, detto teorema KAM 2 (si vedano ad
esempio [6, 14]), se 'hamiltoniana di un sistema non integrabile puo essere
vista come la somma di un’hamiltoniana integrabile e di una perturbazione
non integrabile ma sufficientemente piccola, i tori KAM sopravvivono e ven-
gono gradualmente distrutti al crescere della perturbazione. In un sistema
hamiltoniano non integrabile possono quindi sopravvivere delle regioni nello

spazio delle fasi in cui la dinamica del sistema non ¢ caotica (si veda anche
[2, 4]).

2KAM sta per: Kolmogorov-Arnold-Moser.
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Appendice C

Analisi di stabilita lineare dei
punti fissi di una particella in
un flusso cellulare stazionario

In questa sezione mostrero i passaggi per ricavare 1’equazione di stabilita
lineare utilizzata da Maxey [21] per i punti fissi di una particella in un flusso
cellulare stazionario. Si parte dall’equazione del moto della particella:

X 2 1dX dX

Stz = 385t [ u(X (1)) + 5—-| - Vul(X (1) — —= +u(X(1) +w
equivalente al sistema di equazioni scalari:
(X2
1 dX dX
o085t = Vu (X () — — + u (X (1))
3 dt dt (1)
ay 2 :

1 dX ay .

Queste due equazioni sono non lineari in X . Per renderle lineari sviluppiamo
in serie di Taylor (fino al primo ordine) i termini non lineari nell’intorno di
un punto di equilibrio (zg, yo):

sin(2X(t))  sin(2xg)

o u(X(t)) - Vu,(X(t)) = 5 N + cos(2z0)[ X (t) — zo]

sin(2Y(¢)) ~ sin(2yo)
2 2

o u(X (1)) Vuy (X (1)) = + cos(2y0) [Y'(t) — wo]
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dX dX
o = Vu(X(1) & — = - Vua(zo, 40)

dX dX
o — Vi, (X(1) = o Vuy (2o, yo)

= —cos(X)sin(Y) ~
~ — cos(zg) sin(yo)+sin(zo) sin(yo) [ X (t) —xo] —cos(xo) cos(yo)[Y (t) o]

Adesso possiamo linearizzare le equazioni (C.1):

( 2X 2 . 2
5t = 55 [—Sm( 20) 4 cos(2r) (X (1) - m)} +
1 dX ay . ) dX
+ gﬁSt {E cos(xp) cos(yo) — o sin(z) Sln(yo)] _ E—i_

+ sin(xg) cos(yo) + cos(zg) cos(yo) [ X (t) — xo] — sin(xg) sin(yo) (Y () — o)

2y 2 sin(2yp)
St = 305t {T + cos(2y0) (Y'(t) — yo)} -
1o [dx dy v
+ gﬁSt {E sin(xg) sin(yo) — %(zﬁ) cos(xp) 008(3/0)1 - + wr+

— cos(xg) sin(yo) + sin(zo) sin(yo) [ X () — xo] — cos(zo) cos(yo) (Y (t) — vo)

\

(C.2)
Ricordando che (z9,¥o) € un punto fisso e per questo verifica le equazioni
(3.6), il sistema (C.2) si semplifica e diventa:

(  d’PX 2
Stﬁ = gﬁSt cos(220) (X (t) — xo)+
+ %ﬁSt [% cos(zg) cos(yo) — % sin(xg) sin(yo)] - %—i—
+ cos(xg) cos(yo) (X (t) — xo) — sin(zg) sin(yo) (Y (t) — vo)
?y 2
Stﬁ = gﬁSt cos(2yo) (Y () — yo)+
1 ax . ) ay dy
+ gﬁSt [E sin(xg) sin(yo) — rr cos(xp) Cos(yo)] - E%—
\ + sin(xg) sin(yo) (X () — x¢) — cos(zg) cos(yo) (Y (t) — vo)
(C.3)
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Al fine di semplificare ulteriormente il problema, definisco le seguenti funzio-
ni:

X(t) = X(t) — xo
Y(t)=Y(t) —w
Allora il sistema (C.3) puo essere riscritto come:

4 2 ~
St% = ;ﬁSt cos(2x) X (t)+
+ %ﬁSt [Cil_)t( cos(xg) cos(yo) — %(t) sin(xq) sin(yo)] — %(t)—l—
+ cos(z0) cos(yo) X (t) — sin(zq) sin(yo)Y (t)
Std2f/_2 St cos(2y0)Y (t
e gﬁ cos(2yo)Y (t)+
+ %ﬁSt [% sin(xg) sin(yo) — % cos(xg) cos(yo) | — %"‘
L + sin(xg) sin(yo) X (t) — cos(zo) cos(yo)f/(t)
(C.4)

Cerchiamo ora una soluzione X (¢) che abbia la seguente forma:

X (t) = X*exp(\t)

Il sistema (C.4) diventa allora:
~ 2
( StA2X (t) = gﬁSt cos(2x) X (t)+

+ %BSt [)\X(t) cos() cos(yo) — AY (t) sin(zq) sin(yo)} — AX(t)+
+ cos(zg) cos(yo) X (t) — sin(zg) sin(yo)Y ()
StAY (t) = %BSt cos(2y0)Y (t)+

+ %ﬁSt [)\X(t) sin(zg) sin(yo) — AY () cos(z) Cos(yo)} —\Y () +

L + sin(zo) sin(yo) X (t) — cos(xq) cos(yo)Y (t)
Nei prossimi passaggi introdurro le seguenti notazioni:

C = cos(xg) cos(yo)
D = sin(z) sin(yo)
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Raccolgo X (t) e Y (t):
[SW — gﬁSt cos(2x) — %ﬁStCA +A— C] X(t) + EﬁStD)\ + D} Y(t) =0
[sm _ gﬁSt cos(2y0) + %BStCA A c} V() — EﬁStD)\ + D} X(t) =0
Raccolgo le diverse potenze di A:
[St/\2 + (1 — éﬁSt(J) A— (gﬁSt cos(2xg) + O)} X(t) + EﬁStDA + D} Y(t)=0
{St)? + (1 + éﬁStC) A— (gﬁSt cos(2yo) — 0)} Y(t) — EﬁStD)\ + D} X(t) =0

Si tratta di un sistema omogeneo di due equazioni in due incognite. Condi-
zione necessaria affinché questo sistema ammetta soluzioni non banali ¢ che
il determinante dei coefficienti sia nullo. Calcolo quindi tale determinante e
impongo che sia uguale a zero:

St2A 4+ 25\ + { {1 — %ﬁQSﬁCQ} — ;65152 [cos(20) + Cos(2y0)]} N+
4 {352&20 lc0s(2y0) — cos(20)] — gﬁSt [cos(20) + cos(2y0)] — gﬁstCQ} M
- gﬁQStQ cos(2zq) cos(2yo) + ;ﬁStC [cos(2y0) — cos(2z0)] — C*+
+ %ﬁQStQCW + D? + gﬂStDQA =0
OVVero:
St2AT 4+ 25N + { [1 - 3525752(D2 -C?)| - gﬁSﬂ [cos(2x9) + cos(2y0)]} AN+
+ {3625t20 [cos(2yg) — cos(2xg)] — gﬁSt [cos(2x0) + cos(2yo)] + gBSt(D2 - C’z)} A
+ 352&2 cos(2a0) cos(2y0) + %ﬁStC [c0s(20) — cos(220)] + (D2 — C?) = 0

che ¢ I'equazione usata da Maxey [21] per verificare la stabilita dei punti fissi
e che mi sara utile nell’analisi di alcune simulazioni.
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Appendice D

Il programma

In questa sezione mostrero i passaggi attraverso i quali ho discretizzato 1'e-
quazione del moto di una particella in un flusso generico in modo da po-
terla inserire nel programma con il quale ho effettuato simulazioni di tipo
lagrangiano. Partiamo quindi dalle equazioni che regolano la dinamica della
particella:

(i =vi
Wity = % x(0).0) + LoD WEODZVI) gy
| X 0.0 - V) VX (0,0 + gl

Dove n(t) rappresenta del rumore bianco, cioé un processo stocastico stazio-
nario distribuito gaussianamente tale che (n(t)) =0 e (1,(t)1,(0)) = 0,,0(t)
(si veda [18]). Ricordando che l'orientamento da me scelto per 'asse y (asse
verticale) & verso l'alto e tenendo conto dell’ipotesi di flusso bidimensiona-
le, scriviamo la seconda equazione del sistema D.1 sotto forma delle due
equazioni scalari corrispondenti:

(D) = g% (xa), 1) 4 XD ZVl0)
2B (1)1 = V() - T (X0, 0+ ) e

Dy = sy )+ EOD KO (1=,

200 - V) TuK0),0 4 )
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Sviluppando i prodotti scalari che compaiono in queste due equazioni si ot-

tiene:

(dV,, . du, (ug (X (2),t) — V(1))
) = (X (0,0 + e
+ 2B(X (1), 1) — V(). (X (1), 0+
(X (0),8) = ()20 (X (0), )+
1/ %Stg?h(t)
A (1-9) , (X0~ V(1)
@ =0 X0 =TT+ st

2l (X(0),0) = V()0 (X (1), )+
(X (0).0) =V, (0)0,, (X (0), D)+

/()
L PeSthy

Raccogliamo i coefficienti di V,, e Vj;:

( dV,
dt

(t) = —an (X (1), )Ve(t) — a1a(X (1), 1)V, (t)+

[ 2
. PeSt2 ! (D.2)

E(t) = —ag (X (1), 6)Va(t) — axe(X (1), 1)V, (t)+

| R0+ el
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dove:

1 2

a(z,t) = & + gﬁ Opuz(x,t)
2

app(x,t) = 55 Oyug(x,t)
1 2

&gg(ﬂﬁ,t) = § + gﬂayuy(aﬁ,t)

bi(x,t) = 3 C’;;( )+ “g by SBu(x,t) - Vu, (e, 1)
(e, t) = 3 0 gy 1 @D L)

+ %ﬁ u(zx,t) - Vuy(x,t)

Scrivo le equazioni D.2 in forma differenziale:

(dX = V,dt
dY = V,dt
AV, = {—an (X (1), )Va(t) — ana(X (1), )V, (6)+

(X (), 1) Yt + 4/ ﬁdm (D.3)

dVy = {—axn (X (1), )Ve(t) — az(X (1), 1)V, (1) +

2
| X Yt g dW

dove dW, e dW, sono due processi stocastici di Wiener incrementali'. Si
Yy

puo mostrare che dW = N+/dt, dove N & un numero casuale distribuito

gaussianamente con media nulla e varianza unitaria. Scriveremo quindi:

dW, = N} Vdt
(D.4)
AW, = NoVdt

Dopo aver fissato un passo temporale? A, per discretizzare le equazioni (D.3)
introduco le seguenti notazioni:

1Un processo di Wiener & distribuito in ogni istante come un processo gaussiano con
media nulla e la cui varianza dipenda linearmente dal tempo.

2Durante le simulazioni sara fondamentale scegliere un passo temporale che sia molto
piu piccolo del numero di Stokes, ovvero del tempo di risposta della particella inerziale
alle sollecitazioni del flusso u(x,t): A << St.
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e t, =ty + nA, dove ty e 'istante iniziale
o X, =X(t,)
e V,=V(t,)
o Aijn=a;(X,,t,)
o B, =b(X,,t,)
L Xi,n = (X'n,)z
o Vin= (V)
Discretizziamo le equazioni (D.3):

Xi,n+1 - Xi,n - ‘/z,nA

2
‘/i,nJrl - ‘/i,n = (_Aij,n‘/j,n - Bz,n)A + —Nz\/g

Pe St?
Risolviamo la prima equazione rispetto a V; ,:
Xi n+1 — Xz n
Vi = ot i
’ A
2A
Vine1 = Vin — (AijnVin + Bin) A + mNi

Sostituiamo l'espressione ottenuta per V;, nella seconda equazione:

Xin+1_Xin
‘/z'n: : :
’ A
Xintz — Xint1 Xing1 — Xin Xint1 — X
: : = : — — Azn — — Bin
A A J A b

Seguono alcuni passaggi per mettere in evidenza X ;1o

Xi,nJrl - Xi,n
A

Xi,n+2 - Xi,n+1 = Xi,nJrl - Xi,n - (Aij,n

‘/i,n =

Xj,nJrl - Xj,n
A
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da culi si ricava:

( Vi = Xi,n-i-lA_ Xin
Xinyz = (2= A1) X1 — (1 = A nA) X
— Ao (Xops1 — Xon)A + B, A% + 24 —— _N,A
’ ’ ’ ’ Pe St?
Xz,n+2 = (2 - A22,nA>X2,n+1 - (1 - A22,nA)X2,n
— A1 (Xipa1 — X10)A + By A” + 28 NoA

L ’ ’ ’ ’ Pe St?

Queste equazioni, scritte per esteso, forniscono I’espressione, in forma discre-
ta, della velocita della particella nel generico istante ¢,, e della sua posizione
nell’istante ¢,,,o:

( Xint1 — Xin
V=T

X2,n+1 - X2,n
A

1 2
Xl,n+2 = {2 - St + 358 uz<Xnat )A:| } Xl,n-i—l_'—

‘/Z,n -

_ {1 - [Slt + 268 we( X, b )A}}Xl,n—i—
2
- _ﬁ ayux(Xna tn)(XQ,n-i-l - X2,n)A+

3
* {ﬁ at St
2A
Pe St?

1 2
Xz,n+2:{2—{ + =B 0yuy(Xn, ty, A} Xop1+

i+ |
L
A+

2
(Xn7tn) + + gﬁ U(Xnatn) : Vux(Xnatn) AZ"’

——NA

)
——{1 {;t+2681@@Kmt)A}
2

- _B axuy(Xna Zfn)<)(1,n+1 - Xl,n)

3
i N e A el L3 e LV X .
|95 Xt + ) S, ) (Xt
(1=0B)] 2 24
Fre |5 TV pegp™d
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Sono queste le formule che ho poi codificato mediante il linguaggio Fortran
90. Come gia detto nel quarto capitolo, supporremo le particelle inizialmente
distribuite in modo uniforme in due celle adiacenti e con velocita iniziale nul-
la. Conoscendo la posizione e la velocita di una singola particella nell’istante
iniziale ty, le prime due equazioni mi permettono di ottenere la sua posizione
nell’istante successivo t;. Partendo dalle altre due equazioni si puo determi-
nare la posizione della particella nell’istante generico t,,o conoscendone la
posizione nei due istanti precedenti t,, e ¢, 1.
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